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O TRANSFORMACIJAMA 
IZOMORFNIH ALGEBARSKIH OPERACIJA 


Vladimir Devide, Zagreb 


1. Dan je skup S od n elemenata u kojem je definirana 
neka algebarska operacija o, t. j. svakom uređenom paru a, b 
elemenata od S jednoznačno je pridijeljen neki elemenat c = 
= apb toga skupa. 

ć Svaka algebarska operacija o izomorfna sa y može se pre- 
dočiti u obliku 


(1) dob = p* (p (a) Pp (b)), 
ili simbolički 
(2) o=pPp (9), 


gdje je p neka permutacija elemenata od S a p+ njoj inverzna 
permutacija, jer je (1) ekvivalentno sa 
(3) p (dob) = p (a) Pp (b). 

Međutim, može se dogoditi da različitim permutacijama p 
odgovaraju identične operacije o, t. j. da je uz pi, + p, 
(4) aob = pr (p, (@) Pp, (b)) = py" (P2 (a) PP (b)) 
za svaki par elemenata a, b; na pr. ako je n=3 i ako je pic 
dano sa 


gla bc Gian be 
ala bc akc ab 
bi.b ca bra be 
ele a b (ill 19) KORE 


to je, kao Sto se lako može ovjeroviti, za p, = fa H BI in = 


prase 
| a bc J. Je 
= Re a ee Pi(P) = Pz (vy) = o. 
Postavlja se pitanje, kada je uz p, = pz, Pi (0) = Pe (9). 
2. Budući da permutacije s obzirom na uzastopno izvrša- 
vanje kao operaciju spajanja čine grupu, može se s njima raču- 
nati po pravilima, koja vrijede za grupe. Kod toga ćemo radi . 
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kratkoće p, (p, (a)) označavati sa p» Pp: (2); PoP, znači dakle 
permutaciju koju dobivamo, ako izvršimo najprije permutaciju 
P, a zatim permutaciju po. 

Stavimo li p (a) =a, dakle a=p-! (a), prolazi a sve ele- 
mente od S kad ih prolazi a, a iz (1) izlazi 


(5) pi (a)op-! (b) = p-'(apb) 
ili Ero EK š — — 
(6) apb = p (p (a) op (b)).. 


Obratno, iz jednadžbe (6), u kojoj naravno mjesto a, b možemo 
pisati a, b, izlazi (1); vrijedi dakle 
(7) o—=p(y)=p=P * (0). 

Pretpostavimo sada, da vrijedi (4); tada je zbog (7) 


apb =p, (p,' (op (0)) =p, {pz [P, (pr' (0) PP, (pr" (6))]} = 


(8) spe Py Pz "(PP m (a) Pp, p oe ip (b)) 
ili 
(9) _ Py DP,’ (ab) = p, p,* (a) Pp, pr! (6). 


Prema tome, nuzdan uvjet da (4) bude udovoljeno jest, da 
permutacija p, pp'—p,, zadovoljava relaciju 
(10) Pu (Pb) = p,, (a) Pp,;(b); 
obratno, ako je (10) ispunjeno, slijedi — kao što se lako uviđa 
— (4), pa je uvjet i dovoljan. Odatle izlazi, da je p, (v) = pe (0) 
onda i samo onda kada je 
(11) D2 = Pp: Pi» 
gdje je p,, bilo koja permutacija koja zadovoljava (10). 

3. Dokazat ćemo sada, da sve permutacije P,, koje zado- 
voljavaju (10) čine grupu. Iz 

Pex (APO) = Py, ()PPy(b), Py (APD) = Pp, (a) PP, (b) 
slijedi za a= Po, (2) 
Py (Pox (a) P Por (b)) a Po (Pe (a)) P Pp (Pes ()) , 
Pa (Pex (4P0)) = Por (Po, (0) PP (Pex (0) 
Poi Pox (apb) = Poi Pox (a) PPu Do (b) , 

kako je skup svih p vi podskup svih p koji čine grupu P, tvrdnja 
je za konačne skupove S (zbog p"=e, p"-! = p-!) dokazana, 
Ona međutim vrijedi i za beskonačne skupove, jer identična 


O transformacijama... 5 


permutacija e = p, (a) =a uvijek zadovoljava (10) i jer iz (10) 
zaa=p (a) slijedi 
Py: (pz! (a) ¢ pz (b)) = apb, 
pz! (apb) = pz! (a) pp! (b). 
P,; čine dakle uvijek podgrupu P, od P. 
Rastavimo li P po modulu P, na komplekse, 
P=Po+Ppt.-s 
vidimo iz (11), da će biti p, (p) = po (vy) onda i samo onda, kad 
Pi i Pe pripadaju istom kompleksu. 
! 
Ako je n konačno i P, reda m, postoji dakle sa neiden- 
tičnih sa p izomorfnih algebarskih operacija. 
4. Iz 
(12) aob=p-(p(a)Pp(b), p,, (apb) = p,, (a) Pp,, (b) 
izlazi 
(13) p' p,, p (ab) = p—' p,, (p (a) pp (b)), 
(14) pp, p(a)op" p,, p(b) =p (p,, Pp (@) Pp; P (d))- 


Za a—p(a) daje druga od jednadžbi (12) 


(15) D,; (p (a) pp (b)) = p,, p (a) Pp,; P (b), 
pa je zbog (13) i (14) 
(16) Pp ' p,; p(aob) = p— p,, p (a) spp, p (b). 


Prema onome što je rečeno u 3. i zbog (16) izlazi: 
Permutacije p,, koje zadovoljavaju relaciju 
(17) P,; (40b) = p,; (a) Sp,; (b) 
! 
čine podgrupu P,grupe P; svim r (za konačno n, =) ne- 
identičnim međusobno izomorfnim algebarskim operacijama o 
odgovarajuće podgrupe P, čine sustav konjugiranih podgrupa 
grupe P. 
Svaki potpuni sistem ostataka Py, Pe, ... P, po modulu Pa 
daje dakle sa 
(18) asb=p" (p(a)o,p(b)); p= pi, po,---P, 
Svih r operacija o. 


(Primljeno 30. V. 1951.) 
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UBER TRANSFORMATIONEN 
ISOMORPHER ALGEBRAISCHEN OPERATIONEN 


Vladimir Devidé, Zagreb 


Zusammenfassung 


Es ist eine (endliche oder unendliche) Menge S von n Ele- 
menten gegeben, in der eine algebraische Operation o definiert 
ist, d. h. jedem geordneten Paare a, b der Elemente von S ist 
eindeutig ein Element c—agb dieser Menge zugeordnet. 

Jede zu p isomorphe algebraische Operation o ist in der 
Form (1) oder symbolisch (2) darstellbar, wo p eine Permutation 
der Elemente von S, und p-'! die ihr inverse Permutation ist, 
da (1) mit (3) aquivalent ist. Da die Permutationen in bezug 
auf aufeinanderfolgende Ausfithrung als Verkntipfungsoperation 
eine Gruppe bilden, so folgt (7). 

Es wird untersucht, wann fiir p, + p, fiir jedes Elementen- 
paar a, b pi (p)=P2 (0), d. h. (4) gilt. 

Bezeichnen wir pz (p, (a)) mit pe pi (a), ist also pop, die 
Permutation, die entsteht, wenn wir zuerst p,, und dann p, 
ausftihren, so folgt aus (4) mit (8) und (9) als notwendige und 
hinreichende Bedingung fiir (4), dass fir p,, =p, pr' (10) gilt. 
Weiter wird gezeigt dass die p,,, die (10) befriedigen, eine 
Untergruppe P, von P bilden, und es gilt der folgende Satz: 

Zerlegt man P nach dem Modul P, in Komplexe (P= P, + 
+P,p-+...) so ist p, (p) = Pe (Pp) dann und nur dann, wenn p, 
und p. demselben Komplex dieser Zerlegung angehoren. 


Ist n endlich und P, von der Ordnung m, so gibt es also 
a nichtidentische mit p isomorphe algebraische Operationen o. 

Aus (12) bis (16) folgt weiter: 

Die Permutationen p,,, die (17) befriedigen, bilden eine 
Untergruppe P, von P; die allen r nichtidentischen isomorphen 


algebraischen Operationen entsprechende Untergruppen P, 
bilden ein System konjugierter Untergruppen der Gruppe P. 


Jedes vollstindige Restsystem p,, p2,...p, nach dem Modul 
P,, liefert durch (18) alle r Operationen o. 


PROSIRENJE KONGRUENCIJE 
(1) (a +b)"—a"—b"Z=0(modn); n = prim broj 


Mato Brčić-Kostić, Subotica 


Da je ova kongruencija (inače poznata u teoriji brojeva) 
ispravna, lako se dokazuje, ako se prvi izraz na lijevoj strani 
razvije po binomnom poučku i jednaki članovi ponište: 

@ na 15+ (5) a 2B +...4+ (2) a2"? + nab?! =0 (modn). 

Svaki faktor, u nazivnicima binomnih koeficijenata u (2), 
manji je od prim broja n, pa je i relativno prost sa n. Zato svaki 
od gornjih koeficijenata sadrži faktor n, pa ga, dakle, sadrži i 
lijeva strana kongruencije (2) i (1). Iz (2) uviđamo još, da taj 
izraz sadrži i faktore a i b; a iz (1), pak, da taj izraz sadrži i faktor 
a-b, za svako a i b i za svaki neparan eksponent n > 3. 

Na temelju izloženog možemo pisati: 

(3) (a+b)"—a"—b"=nab(a +b)-P,_3:5 n= prim broj > 3. 
(3a) (a + b)” — a" — b” =ab (a-+-b):P,_3; n = neparan broj 73. 

P,-3 = polinom od a i b, potencije n— 3. 

Nas zanima dalje: da li izraz na lijevoj strani (1) i (3) može 
sadržavati i više puta n kao faktor, ako je n prim broj? Za svako 
a ib u skupu cijelih brojeva to nije ispunjeno; ali, za izvjesne 
vrijednosti od a i b, to je moguće, ako ili a ili b ili oba zajedno 
sadrže više puta n kao faktor. Ako ga sadrže i a i b istodobno, 
onda ga sadrži i a-+ b. Iz (3) vidimo, da je u ovim slučajevima 
moguće dobiti po volji mnogo prim faktora n. Ako su a i b rela- 
tivno prosti sa n, onda ga može i sam izraz a +b sadržavati po 
volji mnogo puta kao faktor. 

Ovo su trivijalni slučajevi. 

Mi ćemo pokazati dalje, u ovome članku, da je za izvjestan 
niz prim eksponenata n, oblika 3k + 1== a? + af + P", i za izvje- 
sne vrijednosti od a i b u skupu cijelih brojeva, moguće postići, 
da lijeva strana od (1) i (3) sadrži neograničeno mnogo prim faktora 
n i izvan područja, gore istaknutih, trivijalnih slučajeva; naime, 
kada su a, b, a+b i n rel. prosti. Ili, simbolički pisano, da postoji 
kongruencija: 

(4) (a +b)” — a" — Bb" =0(modn"""); 1>1, 


ako je: (a, b, a--b, n) 1; n= prim broj = 3k'+ 1 = 0?+a6+-f’. 
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Uz gornje uvjete kongruencija (4) bit će ispunjena, ako je: 
a? + ab-+ b? = (0?-+ af + B2)'- (y2-++ yd 4+ 82) =n.N; (N,n)=1. 
U svrhu dokaza kongruencije (4), proširimo sa a” lijevu stra- 
nu i transformirajmo je na ovaj način za svako neparno n: 
(a2 + ab + b? — b?)” — a” (a"+ b”) 


n 
a 


_ (a2+ab+b2)-A—(a"" + ab" +B") | 


n 
a 


(5) (Ge ba 


A= (a2 4+ ab+ b)""!—n (a? + ab + Bb)” -B2 +... — 
— (2) ®t ab +B) O—™ 4 prem, 

Pokazimo sada, da i drugi izraz u brojniku (5) za izvjesne 
eksponente može sadržavati faktor: a“ + ab + b?; u tu svrhu pro- 
širimo ga sa a"—b", a zatim skratimo sa a—b: 

3n _ 1p3n 3 23). 
a" tab +E" = * b = (a b3) Bee 
a b" a" Be b” 
(a2 +ab+b?)-B i: 
Pimp cs | meee oe er een 
B=(as 5 br ane by ee 
~ (3) (a3 — B3)- BO) 4 npPO— | 


(6) — 


Svaka tri uzastopna člana u nazivniku (6) polinoma: 


(7) njo a a” bh Ho ap . b2 SE ee ae p22 au i pt 2 JE Do! 
sadrže faktor a? + ab -- b?, što se lako uviđa iz trinoma: 
(8) aPt? M be at! k pitt + apc bir? =a?.pi (a? +ab --b?). 


Prema tome, nazivnik (7) izraza (6) sadržavat će u sebi a?-- 
+ ab + b? kao faktor, ako je n neparan broj oblika » =3k, jer 
ima k uzastopnih izraza oblika (8). Neće ga sadržavati, ako je n 
neparan oblika: n==3k +1 ili n—=3k- 2, jer pri dijelenju na- 
zivnika (7) sa a? +bab -- b*, u prvom slučaju dobija se ostatak 
b"-!l, a u drugom ab"—?b"—!, Budući da smo pretpostavili, da su 
aib rel. prosti, onda su rel. prosti i ostaci b"—! i ab"—? + b"-1 = 
=b"— (a+ b) sa a?+ab-+b? =a (a+b) + b?. 

Dakle, ako je n neparan broj oblika 3k+-1 ili 3k-+-2, onda poli- 
nom B mora sadrzavati u cjelosti nazivnik (7) izraza (6) kao faktor, 
jer je čitav taj razlomak jednak cijelom trinomu a?"--a"b"--b?" 
što znači onda, da taj izraz sadrži uvijek faktor a?-Pab--b?, a 
preko ovoga sadrži ga i izraz (5), i to: ako je n neparan broj oblika 
3k-+-2 izraz (5) sadrži faktor až-ab--b* u prvoj potenciji, a ako 
je n neparan broj oblika 8k--1, sadrži ga u drugoj potenciji. Uzme- 
mo li, da je n prim broj 53, onda identitetima (3) i (3a) možemo 
dodati i faktor a?-+ab-+b*, odnosno: (a?+-ab-+-b?)?. 
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(9). > (at b)” — a" — b” =nab(a+ b) (a + ab EEb2) Por; 
s n =3k + 2 = prim broj > 5 ; 
(9a) (a+b)"—a"—bZab(a+b)-(a?H+ab+B?).P,_4:; 
n=3k +2 = neparan broj > 5; 
(10) la <0? — B= nob tat b): (a? + ab + b?)?- Pn; 
n=3k+1= prim broj >7; 
(10a) (a + b)” — a” — b” =ab (a+ bd): (a? + ab +b?)?:P,_;; 


n= 3k-+1= neparan broj > 7. 
P,—5; = polinom od ai b, potencije n—5; 
P,_; = polinom od a i b, potencije n—7. 


Dokaz egzistencije identiteta 9, 9a, 10 i 10a!). Neka je prvo 
n neparan broj oblika 3k-++-1, onda nazivnik u (6) pri dijelenju sa 
a*--ab-l-b* ima ostatak b"—!, pa možemo staviti da je taj nazivnik 
(7) jednak: (a?--ab-+-b?).Q--b"-1, Zatim, ako izraz (6), pisan u 
obliku razlomka, stavimo u (5) i svedemo na isti nazivnik i oslo- 
bodimo se dvojnog razlomka, u brojniku ostaje: 

(a? ab --b?) - [(a2 ++ ab+ b2)- Q--nb?€"—D — np?) = (a2 ab -+-b?)? + Q. 

Znači da je identitet (10a) ispravan, jer su faktori nazivnika, 
polinom (7) i a", rel. prosti sa a?-+-ab-+b?. Uslijed ovoga je, i još 
zbog egzistencije identiteta (3), ispravan i identitet (10). 

Za n =neparan broj == 3k--2 nazivnik u (6) poprima oblik: 
(a?+-ab--b?). Q--ab"—? -Lb"-1; ako se i ovdje oslobodimo složenog 
razlomka, u brojniku će ostati: 

(a2+ab+b*) .[(a?+ab+b2).Qt+nd2"—) . ap” 2 +0") — nee] = 
=(a2+ab+b2)?.Q+(a2+ab+b%).nab"~°. 

Znači da izraz (6) sadrži općenito faktor a?+-ab-++b? samo u 
prvoj potenciji, ako je n neparan broj oblika 3k-l-2. Identitet (9a) 
je dakle ispravan, a radi (3), ispravan je i (9). 

Na temelju identiteta (10) zaključujemo, da može postojati 
kongruencija (4), jer faktor a?+-ab-+-b? u (10) može imati kolikogod 
hoćemo faktora istog osnovnog oblika a“ + af + f?, prema iden- 
titetu: 

(11) [(a+8) (B-+y) — af]? +[(a+ 9) (8 +-y) — af]. [28 — 76] +[48 — y0]? = 
=(a2+a0+0?) .(82+B7+y?); a=(a+0) (0+y) — a8; b=af — yd, 


1) Identiteti (9) i (10) su poznati u teoriji brojeva, koliko je autor 
mogao saznati, za neke posebne vrijednosti od n. (Vidi: M. Kraitschik, 
Recherches sur la thćorie des nombres; E. Lucas, Sphinx-Oedipe, Nan- 
ey 1909. Autoru ovog članka nije poznato za koje je vrijednosti od n 
Lucas taj identitet izveo i da li ga je izveo općenito kao što je to ovdje 
učinjeno.) Kongruencijom (4), u nešto specijalnijem obliku bavio se i 
A. Arwin, Acta Math. 42, 173—190, (1919—1920) i Lunds. Univ. Arsskrift, 
N. F. Avd. 2, Bd. 17, (1921), (Autoru je sadržaj ovih članaka poznat 
samo iz referata u Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik, 
Bd. 47 i 48). 


10 Mato Brčić-Kostić, Subotica, 


Budući da faktori na desnoj strani a?+ad-+6? i.B*+-By-h-y? 
imaju isti osnovni oblik kao i a?+ab-++b?, i njih onda možemo 
na isti način, prema identitetu (11), dalje rastavljati na faktore, 
dok ne dobijemo konačno oblik: 

(12) a? + ab+ Bb? = (ay? + ay by + By2)... (2, + a,b, + ba ; 

a? +- a,b; -+ b2;= prim broj; p=12,3,...; i=1,2,3,...,k. 

Na temelju identiteta (11) i (12) jasno se sad vidi, da je 
moguća kongruencija (4), ako joj, pored već izloženog, prilagodimo 
i oznake! q,—a, bi=f, pi=l;ar+abi+br=ae+af+f=n; 

a?+ab+b?=(02?+08+ f2)' ....=n'.N; (N,m=i, 
jer izraz a°+ab-+-b? može, dakle, imati koliko god hoćemo prim 
faktora oblika: n= a?--aB--6* = 3k+1= 7, 13, 19, 31, 37, 43,..... 

Dokažimo još, da su izrazom a?+af$+ * obuhvaćeni samo 
brojevi oblika 3k i 3k-+-1, a ni jedan broj oblika 3k+.2, odnosno 
3k—1, akoje(a,f)=1.IaifB mogu poprimiti sva ova tri osmovna 
oblika: 3p, 3p-H1 i 3p—1. Ako oba broja a i B imaju oblik 3p+1 
(t. j. a==3p-H1, B—3q-+1), ili oba imaju oblik 3p—1 (t. j. a= 
= 3p—1, f —3q—1) onda a?+af8+ f° poprima oblik 3k. Ako pak 
jedan od brojeva a i B ima oblik 3p+1, a drugi 3q—l, onda izraz 
a?--aB--p* poprima oblik 3k--1, a također i onda, ako jedan od 
ai B ima oblik 3p, a drugi 3q+1. Otuda vidimo, kakvi god bili 
ai B, da izraz o?+af-+f? ima uvijek oblik ili 3k ili 3k+1, i da 
taj izraz a?+af-+ 6? ne može nikada poprimiti oblik 3k—1. Prema 
tome, prim brojevi a?+af+6? imaju samo oblik 6m--1. 

Napomena. Moglo bi se još pokazati i obratno, da je svaki prim 
broj oblika 6m-++1 sadržan u izrazu a*-+-af--p*; a identitetom (11) 
da je obuhvaćen svaki mogući slučaj rastavljanja izraza a?+afp-+ 6° 
na faktore i da prim brojeva oblika a?+af+ ? ima beskonačno 
mnogo. 

Na kraju dajemo za kongruenciju (4) pet numeričkih primjera“) 
za eksponente n—7,19,61 i za 1==1,2,4; 21+1==3,5,9, — uz 
pomoć identiteta (10), (11) i (12): 

1) 177 — (157+ 27) =0 (mod 75), jer je 

177 — (1572-27) — 239479170 = 73.2-3-5-37?; 
2) 897 — (647-257) =0 (mod 75), jer je 

897 — (647.257) — 75.64.25 -89.32.43?; 
3) 557 — (167 + 397)=0 (mod 7’), jer je 

987 — (167 + 397) = 7°.24.3.5-11.13. 

Takoder je na pr.: 

4) (256 + 625)61 — (2566! 1+ 62561) = 0 (mod 613), 
5) (27 ++ 31)!8 —(2719 - 3119) =0 (mod 195). 

Svi ti brojevi 7, 19, 61 oblika su 3k--1. 

Pronaći primjere, gdje dolaze veći eksponenti 21--1, dugo- 
trajan je posao, jer se računa s vrlo velikim brojevima. 


(Primljeno 28. III. 1951.) 


*) Ove je primjere izračunao S. Škreblin. 
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L’EXTENSION DE LA CONGRUENCE 


(a+ b)” — a” — b"=0(modn) (n un nombre premier) 


Mato Brčić-Kostić, Subotica 
Résumé 


L’Auteur élargit la congruence (1) par la congruence (4), c’est- 
a-dire par la congruence (a-+b}* —a" —b" =0 (mod n?+1), si n est 
un nombre premier =3k-H1 = a?+ af+ f? et si (a, b, a+b, n) =1; 
1 signifie un nombre entier quelconque > 1. Par les formules (5), 
(6), (7) et (8) il démontre les identités (9), (9a), (10) et (10a). L'iden- 
tite (9) subsiste pour tous les exposants premiers de la forme 3k-+-2, 
et Videntité (10) pour tous les exposants premiers 3k--1; l’identité 
(9a) pour tous les exposants impairs 3k+-2, et l’identité (10a) pour 
tous les exposants impairs 3k-+-1. L’exactitude de la congruence 
(4) est prouvée 4 l’aide de lidentite (10), parce que la formule 
a’--ab-+b?, d'aprčs Videntité (11) et (12), peut s’écrire (a?+af+ 
6?)'...—=n'-N, oti (n, N)==1. Chaque nombre premier a?+af-+ f? 
peut étre, suivant l’auteur, de la forme 3k-+-1 ou bien 6m+1. On 
pourrait montrer réciproquement que chaque nombre premier de 
la forme 6m--1 est contenu dans la formule a?+-af-+-f? et qu'il 
y a un nombre infini de nombres premiers de la forme a*-+-af--p?. 

On cite deux travaux se rapportant aux identités (9) et (10) 
pour quelques valeurs particuliéres de l’exposant n. [M. Kraitschik, 
E. Lucas]. Une congruence plus spéciale: (A-+-1)? — 1? —1=0 (mod 
p’) a été étudiée par A. Arwin. Enfin cing exemples numériques 
pour la congruence (4) sont calculés 4 l’aide des identités (10), (11) 
et (12). 


PRILOG FERMATOVU PROBLEMU 
Mirko Mihaljinec, Zagreb 


Dokazujemo ove stavke: 

I. Jednadžba x” + y" =z" (n > 2) nema takvih pozitivnih cje- 
lobrojnih rješenja x, y, z, koja čine aritmetički niz, t. j. ne može 
biti z—>v=y—x<. 

II. Jednadžba x” + y" =z" (n = 2) ima najviše konačan broj 
takvih cjelobrojnih rješenja x, y, z, za koja vrijedi, da su <, y, z 
relativno prosti, da je0<r<y<zidaz—xr nema višestrukih 
primfaktora. (Zbog posljednjeg uvjeta sigurno nema takvih rješenja, 
kada je n lih primbroj.) Ako je C odabran tako velik, da je 


26 (GI n): (1) 
onda za takva rjeSenja mora biti ; 
S<G, y<C+n, z<C+n. (2) 


Napose je dovoljno, ako je 
: C=. (3) 
Dokaz stavka I. Izvest ćemo najprije neke pomoćne stavke. 
a) Da jez > -+71, bilo bi 
Past (0) 04.42. 


dakle z" >> a" +- y", što se protivi pretpostavci. Mora dakle biti 


z<ax+y. (4) 
b) Ako je n lih broj, vrijedi 
(z—y)" + (y — x)" =0(mody). (5) 


Razvije li se lijeva strana ove kongruencije, izlazi 


(eM ty —a ae — (tT) ety t... 4 (2) ayy" + 


n—1 


+y — (T) tate + ( Jy ta. 


n—1 
Svi su članovi osim prvoga i posljednjega djeljivi sa y. No budući 
da je z"— x" =y", cijeli je izraz djeljiv sa y. 
c) Ako jem <a, bit će 
<a" LI 4 (6) 
Stavimo 


n=m+r. 
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Da postoji 
pea tye, 
bilo bi 
oe > a tye 
ne zbog ziva 
zima ayy, 
dakle 
o E as 
što se protivi pretpostavci. 
d) Za d >> 0 vrijedi 
G+d"<a+d" +(¥ +4)". (7) 
Označimo 
A=(z +d)" — (x +d)” — (1 +d). 
Razvijanjem po binomnoj formuli dobivamo zbog z" =" + y” 
A=—d' + (1) iz Spee ii av te 4) ya, 
Zbog (6) je 
po aes O RSS LA a1). 
Prema tome je A <0, što je trebalo dokazati. 
e) Relativno prosti brojevi x, y, z ne mogu zadovoljavati Fer- 
matovu jednadžbu, ako z—>y i y— x nisu relativno prosti. 
Stavimo 
y=ažta, z=y+b. (8) 
Kada bi brojevi a i b imali neku zajedničku mjeru >1, bilo bi 
a=a,M, b=bM, (M>1). 
Razvijemo li izraze u 
GFP bh) — 7" —(y —a)*—0 
po binomnoj formuli, izlazi 


n—2 


—y" + (7) at by = (2) wy $e. + 


+(—1)"""[a" + (— 1)" 1 b"] =0 (9) 
ili 
n n n—1 n n—2 ayo 
—y" + (1) a+ bd yt M— (2) tb" we + 


+(—1)""' [a + (— 1)" by" | M" =0. (10) 
Iz ovoga je očito 
y" =0(modM). (11) 
Brojevi y i M imali bi dakle zajedničku mjeru M, > 1. No onda bi 
i brojevi z=y +b, y, «=y —a imali zajedničku mjeru M,, što 
se protivi pretpostavci, čime je tvrdnja dokazana. 
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f) Ako je n lih, brojevi x, y, z ne mogu činiti aritmetički niz 
s razlikom 1. 

Iz 

2 
izlazilo bi prema (5) 
2=0(mody), 
tit). 
vsz2 »=il =: 
dakle 
z=x+y, 

što se protivi nejednadžbi (4). 

g) Ako je n tak broj > 2, x, y, z ne mogu činiti aritmetički 
niz s razlikom 1. 

Zbog x—=y—1, z=y-+1 bilo bi 

(y+ DF —y —y 270. 

Razvijanje po binomnoj formuli daje (kada je n tak broj) 


—y+2(T)y4+42(Z)yP4...42(,™ 3) o2+2(,™ )y=0 
ili A 
ota (g) 4s (gla lajka njet. 
Iz toga se vidi, da je za taki n > 2 


2n=0(mody?), 
dakle 


2n>y. (12) 
Stavimo li uz n>2 
A, = (2n + 1)” — (2n)” — (2n— 1)", 
vidi se lako, da je A, >0. Naime, po binomnoj formuli izlazi za 
taki n 
A=—(2n)"+2 (7) (2n)"— +2 & Cn) ae (Zajas 


ili 
n n 
A, = (2n)" | asa + teza] 
E (2a) (a Maki 
(i analogno za lihi n) 
n n 
A = (2ny" E ae zul 
: (nee 8 2) 
dakle zaista mora biti za svaki n >> 2 
A, > 04 (13) 


No ako je 2n > y, možemo staviti 
2n=y+86 (8 >0). 
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Prema (7), zbog 8>>0, bi moralo biti: 
@+éy —(«-+-8)> —& +8" <0, 
t. j. sa uvrštenjem x—y—i, z=y+1: 
(2n+ 1)” — (2n)" —(2n—1)” = 4, <0, 

što se uz učinjene pretpostavke protivi nejednadžbi (13). Time je 
tvrdnja dokazana. 

Na temelju ovih pomoćnih stavaka možemo dokazati stavak I. 

Neka dakle rješenja x, y, z čine aritmetički niz. Možemo jed- 
nadžbu z" ==" + y" skratiti njihovom zajedničkom mjerom, pa 
dobijemo relativno proste brojeve 2, ==, +4, Y,, %;=Y,— 4, 
za koje vrijedi 

(v1 + ay)” = 91" + (41 — 2)”. 

No ako je a, > 1, brojevi z;— y, i y, —x, imaju zajedničku mjeru 
a,, što je nemoguće prema pomoćnom stavku e). Ako je a,—1, 
rješenja su nemoguća prema pomoćnim stavcima f) i g). Time je 
stavak I dokazan. 

Za n=2 stavak ne vrijedi. Stavimo li naime 


z2=y+a, z=y—a, 


izlazi 
(ye er) 
ili 
—y'+4ay=0, 
dakle zbog y = 0 
Vis eis a) 1 —— OE y (14) 


gdje je a bilo koji prirodni broj. To su dakle u tom slučaju rješenja, 
koja čine aritmetički niz. 

Dokaz stavka II. 

Izvodimo najprije jedan pomoćni stavak. 


h) Ako je 
a" + (—1)"| b” =0 [mod (a +), (15) 
. gdje su ai b bilo koji cijeli pozitivni brojevi, mora biti 
nb"! =na™ !=0 [mod (a +b)]. (16) 


Postepenim dijeljenjem sa a +- b vidi se, da je 
a” + (—1)"718"_a™ ta" b+... + (— 1)" ab" > + (Ht 
feb 277 a+b i 
(— 1)" nb"! 
a+b 
Budući da je prema (15) lijeva strana cio broj, mora i posljednji 
član desne strane biti cio, dakle 


nb"! = 0 [mod (a + b)]. 
Analogno se dokazuje drugi dio tvrdnje (16). 


n—2 


masaži (1) ae lee 
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Prelazimo na dokaz stavka II. Zbog _ 
y" =o" — x” = (z— x) Cee See en ae ar =) 
vrijedi 
y" = 0 [mod (z — x)]. 
Prema (8) je z—x=—a- b, dakle (radi pretpostavke o z— <x) 
y =0[mod (a + b)]. (17) 
No budući da su u (9) faktori a-+-b, a2 — b?,..., u ELE be 
djeljivi sa a ++ b, to pomoću (17) izlazi, da su svi članovi izraza (9) 
do posljednjega djeljivi sa (a+ b)?, pa stoga i posljednji član 
mora biti djeljiv sa (a +- b)?, t. j. 
a" +(—1)"7!6" =0 [mod (a +0)?]. 
Odavle vidimo prema pomoćnom stavku h), da je 
nb” !=0 [mod (a + b)]. (18) 
No prema pomoćnom stavku e) moraju a i b biti relativno prosti, 
pa ni brojevi Barina + b nemaju zajedničke mjere. Iz (18) dakle 
izlazi 
n= 0 [mod (z — x)], (19) 
t.j. z—x mora biti djelitelj od n. 
Pokazat ćemo sada, da jednadžba z*— x"-++ y" ima samo kona- 
čan broj rješenja. Stavimo 
z=mrx+A, y=x +8, 
gdje jezbogz>y >= 
A>B>0. 
Označimo 
A, = z” — x" — y” =(x+ A)" — x” —(x+B)”. 
Razvijanje po binomnoj formuli daje 


4=—x'+(T)a—per+..4+(, 24) tae) a +4" 8 


ili 
A, < x” [a ete) 09 
x x x 


Zbog (19) je A=z—ax <n, pa za dovoljno velik x izraz u zagradi 
postaje negativan. Neka je dakle 4, < 0, ako mjesto x u (20) uvrsti- 
mo neku vrijednost C. Budući da Fermatova jednadžba zahtijeva 
A» =0, mora svakako biti x < C. Pišemo li (20) u obliku 

“ A<a+ra'=2sžata'—zžr, (21) 
vidimo, da će C biti dovoljno velik, ako je 

(C +n)” —2C" <0 
ili 
2c" >(C+n)", 
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kako je u stavku II naznačeno. No budući da je 
y>—x<z—ax<n 
ili 
y<x-+n i zS£x+n, 
to je onda zbog x < C 


Y<C+n, z<C+n. (22) 
Treba još pokazati, da je dovoljno uzeti 
C=nu3. (23) 


Uvrstimo dakle mjesto x u (21) C = ns. Dobivamo 


A, < (n3 + n)" —2n™" =n™ (1+ 5) -2|- 
No zbog 


k k! 
(znak jednakosti vrijedi za k==1) izlazi 
(n+ 33) =1+ (if) at (2) ++ (7) ae < 


n 


Ce n(n—1)...(n—k+1) 


SDA ce I 
n n> n n 
z 1\" 
toj (1+ =) <2 
Izlazi dakle A, < 0, što je i trebalo dokazati. Budući da su x, y, z 
prema tome omeđeni, može postojati samo konačan broj rješenja. 
Dokaz stavka II je time izvršen. 

U slučaju, da je n lih primbroj, vidi se iz Abelovih formula!), 
da z—x ne može imati samo jednostruke primfaktore, tako da za 
taj slučaj nema rješenja, koja zadovoljavaju uvjete našeg stavka. 
Stavak je stoga od interesa samo onda, kad n nije lih primbroj. 

Za n=2 stavak vrijedi, pa zbog (19) mora biti z—>x =, 
dakle x—y—1, z=y +1. Prema (14) izlazi onda kao jedino 
rješenje 

Loy y=4, z=5. 
(Primljeno 25. IV. 1951.) 


1) V. na pr. P. Bachmann, Das Fermatproblem in seiner bisherigen 
Entwicklung, Berlin und Leipzig 1919, str. 15. 


2 Glasnik 
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UNE CONTRIBUTION AU PROBLEME DE FERMAT 
Mirko Mihaljinec, Zagreb 


Résumé 


On a démontré les propositions suivantes: 

I° L'equation x” + y” —2”"(n > 2) nest pas soluble en nom- 
bres entiers positifs qui soient en progression arithmétique, c’est 
a dire ’équation z— yy — x est impossible. 

II° Si l’on n’admet comme solutions que des nombres 0 << x < 
<y< z premiers entre eux, ol z— <x n’a pas de facteurs premiers 
multiples, l’équation a" + y” =z"(n > 2) ne peut avoir qu’un nom- 
bre fini de telles solutions. C étant une constante, telle qu’on ait 

2c°>(C+n)", 
on aura 
x<C, y<C+n, z<C+n. 
I suffit de poser 
C=ns. 

La proposition I n’est pas valable pour n=2. a étant un 
nombre entier quelconque, on a les solutions x — 3a, y = 4a, z=5a 
formant une progression arithmétique. 

La proposition II n’est intéressante qu’au cas oli n n’est pas 
un nombre premier impair. Car, selon les formules dAbel', si n 
est un nombre premier > 2, z—>xr aura certainement un facteur 
premier multiple. Dans ce cas il n’y a donc pas de solutions satisfai- 
sant les conditions de la proposition. 

Pour n =2 la proposition II est valable et on n’a qu’une seule 
solution admise: x==3, y= 4, z=5. 


ROUCHE-OV TEOREM 
KAO SPECIJALAN SLUCAJ JEDNOG TEOREMA 


Dragiša Mitrović, Zagreb 


1. LEMA. — Zadane su funkcije f(z) i h(z). Funkcija f (z) 
je meromorfna u nutrinji jednostavne zatvorene krivulje C, a h (z) 
je holomorfna. Pretpostavlja se, da je funkcija h (z) neprekidna na 
krivulji C i da na njoj f(z) nema ni nula ni polova. Ako su ay 


nule reda a, a b, polovi reda B, funkcije f(z) (v=1,2,... n; 
u==1,2,...p) unutar C, tada postoji formula 
n Pp 
1 f @) 1) 
(1) sri KO GS ae = = Vi 4,4 (0) — V1 8,4 (b,) c 
i Cc 1 1 
2. Zadan je konačan niz funkcija F,(z), (k==1,2,...n) mero- 


morfnih u oblasti D omeđenoj jednostavnom zatvorenom krivuljom 
C. Varijacija produkta // log F, (z) duž C jednaka je sumi varijacija 


argumenata pojedinih faktora (funkcija), umnoženih sa imaginar- 
nom jedinicom, t. j. 


(1) (II logF,(2)) = i 3 (argF,(2)), 
k Cc 1 Cc 
gdje smo sa vitičastom zagradom predstavili varijaciju duž C. 
Kad opišemo krivulju C počinjući sa argumentom O, tada 
dolazimo u polaznu točku s argumentom © = Og + 22. Neka po- 


četnom argumentu odgovara točka z, a promijenjenom točka ; z 
Tada je trazena varijacija jednaka razlici 


Tivos F, (2) — ri log F, (zo) - 
Sa druge strane je 
TM log F;, (2) = [flog |F, (=) | + iarg IDF, (2)] =I og | F, (2) | + i Sarg F, (2). 
Pete iogno jet ke ; : 
Ties, (zo) = Trig |F (20) | + i Berek, (zo) . 


Pošto je 
log | F,, (2) | = log | Fy, 


1) Glasnik, T 6., 1951, str. 193.: O jednoj jednakosti medu integralima. 
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bit će 
II logF, (2) — IT log F, (20) = i[S arg F,, (2) — Sarg F, (z0)] = 
1 1 ik 1 


=i Sarg F, (z) — arg F, (zo). 
1 


dn 
(II log F,, (2)) = i 2 {arg F,(2)) i 
1 Cc 1 c 
Specijalno je 
(2) {H (z) log F (z)} = iH (z) {arg F (z)} 5 
Cc C 
gdje je H(z) holomorfna funkcija. 
3. — Zadane su funkcije f(z) i o(2), meromorfne ili holo- 


morfne u oblasti D omeđenoj jednostavnom zatvorenom krivuljom C. 
Pretpostavlja se, da je duž krivulje f(2) +0 i |p(2)|Zf(2).. 
Tada je varijacija 


WN _,9 
(3) larg [2 + fa) } E=04 
C 


Kad točka z opisuje krivulju C, točka w —=1 -- 


@ (2) 
Je) 
zatvorenu krivulju, koja se cijela nalazi unutar kružnice polumjera 
1 sa središtem u točki w =1, jer je 
P (2) 
oe |< 1, 
Prema tome, pošto krivulja, koju opisuje točka w, ne obuhvata 
ishodište, argumenat posmatrane funkcije dolazi ponovo na svoju 
početnu vrijednost, kad z opiše krivulju C. Dakle, jednakost (3) 
postoji. 

4. TEOREM. — Zadane su funkcije h (2), f (z) i p(z). Funkcija 
h (z) je holomorfna u oblasti D omeđenoj jednostavnom zatvorenom 
krivuljom C. Funkcije f(z) i p(z) su meromorfne u istoj oblasti. 
Pretpostavlja se nadalje, da je na krivulji f(z)=E0 i |p (z)| <|f (z)l. 
Neka su ayi b, respektivno nule i polovi reda ayi Bu (v==1,2,...mn; 


opisuje 


lw—1l= 


#=1,2,...p) funkcije f(z) u oblasti D. Neka su a’; i b’, respek- 
tivno nule i polovi reda a’; «+ Be (j=31, 2,...k, r=——1)2,.-. 1) 
funkcije f(z) +- p(z) u istoj oblasti. Tada je 


1 , 9 (2) Bec 
(4) Oni (+ (z) log [1+ Fay | ae= 
G 


-y a, (ay) _y a's h(a’) +y Bh @)-¥ Bh (by) 
i 1 1 ae 


*) E. Goursat: Cours d'analyse, t. II, str. 144, (1942). 
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DOKAZ. — Na osnovu leme imamo: 
k m 
aL f' @) + @ (2) ž ? , 1 
(5) J = gaz RO TST ate = DVB AO). 
Cc il 1 


Možemo LUK da je 


i ons aiken log ff (2) + 9 (z)] dz = soi h (8) =~ flog f(z) + 
€ € 
Na Gj oe |e M 
(6) 2nd das sy Woe? 
G 
jer je 


J(2) 
Parcijalnom integracijom st ete eg integrala iz (6) dobijamo 


fee ts? f'® gre @(z)]\ _ 
i one fre Fz) dz+ 5 nT [Glos [2+ } 
G ¢ 


f (2) 
m 2 | ¥ @) toe [2 + ro |e 


f@® +e®™=f) [2+ EU 


7 oni J(2) 


€ 


Na osnovu leme, te obrazaca 2) i (3) imamo: 


& J= Veme)-Nu, h(b,) — gase lek fo | 


Uzimajuci u obzir jednakost (5), dobijamo iz (8) jednakost (4), 
tj. ono što je trebalo dokazati. 


5. Specijalno, ako su funkcije f(z) i p(z) holomorfne u oblasti 
D, imamo jednakost 


n k 


Cc 1 1 


Najzad, ako pretpostavimo, da je h (z) =1, ili općenitije, da je 
h(z)=konst., dobijamo jednakost 
(10) še, =Xž«, 
1 1 
tj. funkcija f(z) ima isto toliko nula u oblasti D koliko ih ima i 
funkcija f(z) + o(2) (pri tome se broj nula uzima onoliko puta 
koliki je njihov red). A to je upravo Rouché-ov teorem. 


(Primljeno 25. IV. 1951.) 
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UNE GENERALISATION DU THEOREME DE ROUCHE 


Dragiša Mitrović, Zagreb 


Resumé 


THEOREME. — Etant données trois fonctions d’une variable 
complexe h (z), f (z) et o (z) dont Vune, h (z) est holomorphe 4 Vinté- 
rieure d'un contour fermé C, et les autres méromorphes da Vintérieur 
du méme contour et telles que, sur C, 


f@#0, |e@|l<lf]- 
Soient a, les zéros d’ordre ay, b, les poles d'ordre B, de f(z) dans 
le domaine D dont la frontiére est C, y==1,2,...n, u=1,2,...p. 
Soient a’; les zéros d’ordre a’;, b’, les poles d’ordre B',de f(z) + p (z) 
dans le meme! domaines 7==1 2 smire oa Te 

Dans ces conditions on a Végalité (4). 

Dans ces conditions on a l’égalité (1) et (3), accolade y dési- 
gnant la variation de la fonction figurant dans (3). D’autre part 
on a Jégalité (2), H(z) désignant une fonction holomorphe, F (z) 
une fonction méromorphe. 

Pour démontrer le théoréme, on part de la formule (5), que 
nous supposons connue. On peut écrire (5) dans la forme (6). 
En intégrant la derniére intégrale de (6) par parties, on obtient 
(7). En utilisant (1), (2) et (3), l’égalité (7) devient (8), d’ot Pon 
déduit (4). — 

En supposant f(z), p (z) holomorphes et h (z)—1, l’égalité (4) 
devient (10), c'est 4 dire, les fonctions f(z) et f(z) + p(z) ont le 
méme nombre de zéros dans le domaine D (on doit prendre chaque 
zéro un nombre de fois égal 4 son ordre de multiplicité). C'est 
a dire, on obtient le théoréme de Rouché. 


JEDAN IZVOD BERNOULLIJEVE FORMULE 
Zlatko Jankovic, Zagreb 


Označimo li sumu pozitivnih cijelih potencija prirodnih bro- 
jeva sa 


n 


i vas, (1) 

a=1 
tad se odmah nameće pitanje kako da je odredimo'). Rekurzione 
formule za sume (1) možemo dobiti sasvim elementarno. Proma- 


trajmo izraze 
k+1 


weyt=y ee e (2) 


i=0 


i odredimo njihov zbroj, koji uz oznaku (1) iznosi 


z k+1 
Sa+lk+)=N o+DtH=1+) ia ‘Sn, i); 
v=0 i=0 


Lako uvidimo, da nakon ukidanja jednakih članova s lijeve i desne 
strane, preostaje 


k 


n+nH=i+)X ("7") sm. (3) 
i=0 
Provedimo analogno promatranje izraza 


aa 
w-y't=P) (—v' ee eae v=1,2,...,n. (4) 


i=0 


Sumacijom po y slijedi 
k+1 


S(n—1,k+1)= > 1 a iS (els bare). 


i=0 


To mozemo pisati, zbog 
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k+1 
S(n—1,k>+ = (—1iHiH (Tosa, 
j=0 4 
Lako uvidimo, da nakon ukidanja jednakih članova s lijeve i desne 


strane, preostaje 
k 


ni Do *) Stn fyi (6) 
j=0 
Iz ovih dviju rekurzionih formula slijedi odmah zbrajanjem 
i ova 


k 
etait nttority b a 1) ha Cay lsu (7) 
j=0 
Odatle, pak, možemo izvesti rekurzione formule, u kojima dolaze 
bilo samo parne potencije, bilo same neparne potencije prirodnih 
brojeva. Tako dobivamo, da za k==2m mogu dolaziti samo j==2p 
i rekurziona formula (7) za parne potencije glasi 


2m-+1 Qm+-1 __ 2m + i 
(4185 =1+2) ( a ) Sim 2p). (8) 
p=0 
Za neparne potencije k==2m +- 1 dolazi u obzir samo j=2p -+1 
i iz (7) slijedi 


2m+2 | 2m+2__ 2m +2 
(n + 1)27+2 ay, =1+2X (2711) Se 2pD. (9) 
p=0 

Pretpostavivši poznate S(n,k) možemo odmah pomoću njih 
izračunati i sume potencija samo parnih odnosno samo neparnih 
prirodnih brojeva ' 
P(n,)=Y2v=25(nm, (10) 

v=1 


N2n+1b=% (2v+1'=S(2n+1k—2*S(n,k). (11) 


v=0 
Takoder i alternirane sume 
A(n,k) = Dž (— 1) VF (12) 
v=1 


možemo odrediti ovako 
A(žn+1k)+-2P(2n,k)=S(2n-+1,k) 
A (2n,k) + 2P(2n,k) =S(2n,k), 
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dakle općenito uvaživši (11) dobivamo 
A(n,k)=S(n,k)—2*1s ([2] : t) é (13) 


Dobivene rezultate možemo postići i promatranjem funkcije 


iS (nt+1) x _ x =e 
fan= >, (NA as po S (n,k) Po (14) 
1 


m=1 ii k=0 
koja ima svojstvo 
f (n, 0) =S (n,k). 


Odatle slijedi, uvrstivši poznati Maclaurinov red za eksponencijalnu 
funkciju, nakon množenja s e* —1 ova relacija 
- 


Dg 4 [e+1—i1]a =o af. 


=p jot k=0 


Usporedivanjem koeficijenata uz iste potencije od x na obim stra- 
nama, dolazimo odmah do rekurzione formule (3). Takoder i drugu 
rekurzionu formulu (6) mozemo iz funkcije (14) lako izvesti. Podi- 
jelivši brojnik i nazivnik u (14) s e* slijedi 


sa g aS Sah aj o 


k=0 


Pomnozimo sada izraz (15) s 1—e—*i uvrstimo Maclaurinov red za 
eksponencijalnu funkciju. Dobivamo 


Se ‘Jed A= ae Di os že Ša 
i=1 


j= k=0 
a odatle uspoređivanjem koeficijenata uz iste potencije od x nala- 
zimo rekurzionu formulu (6). 

Iz formule (14) možemo izvesti vrlo jednostavno poznatu Ber- 
‘noullijevu relaciju za sume potencija prirodnih brojeva. Polazimo 
od razvoja 


= —-% » (16) 


gdje koeficijenti B, označavaju Bernoullijeve brojeve*). Za njih mo- 
žemo odmah ustanoviti rekurzionu formulu. Pomnožimo (16) sa 
e* —1 i uvrstimo razvoj za eksponencijalnu funkciju. Tada dobi- 
vamo, ako još kratimo sa x, ovu relaciju 
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Odatle slijede vrijednosti 


bow Bi a= baie (17) 
a za ostale B, rekurziona formula 
k—1 
Mimo 
e i (k—j)! 
i 
Množenjem s k! i dodavanjem +B, možemo dobiveni izraz pisati 
k 
> (*) 3,-8,=0 (18a) 
j=0 
odnosno simbolički 
(1+ B)*—B, =0, (18b) 


gdje Bi uzimamo kao Bernoullijev broj B; Budući da je 


ey py ee moo 
e“—1 pj 


parna funkcija, moraju svi neparni Bernoullijevi brojevi iščezavati 
By, 41;—9 mil, (19) 
Uvrstimo sada izraz (16) u formulu (14). Slijedi 
sea k) 
Fee EU) ode 
žafmle+ sE. => 


i=0 
Odatle ispoetivanjem koeficijenata nalazimo 


že k) 


j+1 
>) Gilet: TNE (k—j)! [ng Dala (20) 


a to možemo i ovako napisati, ako zagrade razvijemo po binomnom 


poučku, 
k jt 


S(n, k) = es} SS ee (20a) 


= tat 


Ovu sumaciju, koja znači zbrajanje prvo po stupcima i==1 do 
i==j+1, pa zatim svih stupaca od j==0 do j = k, možemo izvesti 
i tako, da prvo zbrajamo, uz čvrsto i, po retcima od j=k do 
j=i—1, a zatim sumiramo sve retke od i=k--1 do i=1. 
Tada možemo pisati (20a) ovako 

i==1 


SW =F Sa ae PH 44) as, (21) 


=k+) jok 
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Označimo li još kraće k—j=1, to druga suma poprima oblik 


k—i+1 : i k—i+1 : 
ha hoes fact 1) egy a ra (7) py vrs | B,. 
a) oso (22) 


Budući da za Bernoullijeve brojeve postoji relacija (18a), koju 
možemo primijeniti za k—i--1 22, vidimo, da izraz (22) daje 


1 k 
zika (i) Bom: Gs) 
Lako izračunamo vrijednosti izraza (22) i za i=k 
1 
1 k+1 ) (k—14+1\, 1 24 
Desai aki k )B== ig 
1=0 
izai—k+1 
Bogs Sh 
ei take a) 


Uvrstimo li odredene vrijednosti (23), (24) i (25) u izraz (22), 
nalazimo konačno Bernoullijevu relaciju?) 


1 
jet jebo 1 k ma os 
Sab= ie" + on Fi iii (*) Be Sener (28) 

Bernoullijeva relacija poprima jednostavniji i pregledniji oblik, 
ako na desnoj strani relacije (20) ostavimo razvoj po potencijama 
od (n + 1). Iz (20) slijedi tada nakon množenja s (k + 1)! 


k 
zele k+l j+4 
af (n, k) = ki » i Era i) [(n + 1) B,_; = RASE 
j=0 
Ako uvedemo novu oznaku s—j-+1 i desnoj strani dodamo 
+B,+,, možemo dobiveni izraz pisati ovako: 
k+1 
S (n, k) = kao ye i a [(n DI By. 1] 
s=0 
Budući da drugu sumu, zbog relacija (5) i (18a), možemo odmah 
odrediti 


k+1 k+l 

k+1 ei k+1 pa 
> ( s nam GELO) Bi = Buy 
s=0 s=0 


dobivamo konačno ovaj oblik Bernoullijeve formule*) 
k+1 


S (nk) = ri x (7) Ba +D— i (27) 


s=0 


28 


Zlatko Jankovic, Zagreb, 


Spomenimo na kraju, da iz Bernoullijeve formule (26) odno- 


sno (27) možemo odmah odrediti i značajne granične vrijednosti 
potrebne na pr. pri izračunavanju izvjesnih određenih integrala*) 


3) 


*) 


3) 


o 


5) 


(28) 


Bilješke 


U N. Nielsen: Traité élémentaire des nombres de Bernoulli, Paris, 
1923, nalazi se ova »zanimljiva« opaska na str. 295: »La détermination 
des sommes de puissance..., probleme apparemment élémentaire, a 
occupé les géometres depuis la haute antiquité et le méme probleme 
occupe certainement, méme dans nos jours, beaucoup de gćometres, 
dans leur tendre jeunesse.« 


Za Bernoullijeve brojeve osim literature navedene u (3), isp. na pr. 
L. Saalschitz: Vorl. tiber d. Bernoullischen Zahlen, Berlin 1893; 
K. Knopp: Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, Berlin 
1931. 


Navedimo, da je veé Arhimed znao sume za k=1,2 (po S. J. Lurje: 
Arhimed, izd. Ak. Nauk 1945, str. 18, to su znali već Babilonci na 
osnovu zbrajanja jednakih kvadrata odnosno kocaka), a Arapi i do 
k=4. Opću formulu (v. (26)) dao je na osnovu nepotpune indukcije 
Jak. Bernoulli u Ars conjectandi, 1713 (isp. Ostwalds Klassiker d. 
exakten Wissenschaften, n. 107, Leipzig 1899) na osnovu prvih deset 
izvedenih suma. On ovako ističe svoj uspjeh str. 100: »Hieraus sieht 
man, wie unniitzt die Mihe gewesen ist, welche Ismaél Bullialdus 
auf die Abfassung seiner sehr umfangreichen »Arithmetica Infini- 
torum« verwendet hat; denn er hat darin nichts weiter geleistet, als 
dass er nur die Potenzsummen fiir c=1 bis c=6 — einen Teil dessen, 
was wir auf einer einzigen Seite erreicht haben — mit ungeheuerer 
Miihe berechnet hat.« L. Euler navodi prvih šesnaest suma, a tako- 
đer koeficijente u općoj formuli do n — 29-e potencije (isp. L. Euler: 
Institutiones Calculi Differentialis, Opera Omnia S I. V. X, Lipsiae 
et Berolini MCMXIII, str. 35, 56.). A. v. Ettinghausen: Vorl. iiber 
d. hoh. Mathematik I, Wien 1827 daje jednostavan dokaz Bernoulli- 
jeve formule pomoću aritmetičkih redova. Spomenimo i izvod K. 
Milošević, Vesnik II, 1950, str. 69 gdje se Bernoullijeva formula 
dobiva specijalizacijom općenitijeg izraza. 

J. Bertrand: Traite de calcul diffćrentiel, T. I, Paris 1864, str. 348 


nx 


i dolazi do izraza 


promatra na analogan način funkciju ¢ (x) =" = 


S(n—1,k), k parno i zasebice k neparno. Promatranjem iste funk- 
cije, no na kompliciraniji način određuje S(n—1,k) O. Schlémilch: 
Compendium d. héh. Analysis, II, Braunschweig 1895, str. 211. 


Na ovaj oblik možemo doći i razmatranjem Bernoullijevih polinoma. 
Isp. N. E. Norlund, Differenzenrechnung, Berlin 1924, str. 18-9; T. J. 
Bromwich: An introduction to the theory of infinite series, London 
1931, str. 300-1. 


Tu funkciju (14) i granične vrijednosti (27) razmatrao je autor u 
Zeitschrift £. math. Unterricht, Bd. 41, 1942., str. 41, a izračunavanje 
određenih integrala na osnovu tih limesa u Glasniku, T. 3, 1948, 
str. 59. 


(Primljeno 21. III. 1951.) 
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UNE DEMONSTRATION DE LA FORMULE DE BERNOULLI 


Zlatko Janković, Zagreb 
Résumé 

Les sommes des nombres entiers (1) satisfont aux formules 
reccursives (3) et (6) ou, en les combinant, aux (8) et (9), qu'on 
déduit élémentairement en partant des identités (2) et (4). On peut 
obtenir les mémes résultats par le développement en série de la 
fonction (14). Mais, en tenant compte de la définition des nombres 
de Bernoulli (16) et des conséquences (17), (18) et (19), on déduit 
de l’expression de la fonction (14) la formule (20). De cette formule 
explicite pour les sommes (1) il suit, par un procédé élémentaire, la 
formule de Bernoulli (26) en changeant lordre des sommations de 
i — 9 oe et i=0...k en j=i—1...k, IN Syren ie sra 
formule (26), étant un polynome en n de degré k +1, prend une 
forme plus simple si on l’exprime en n-+1; ce qui est efféctué 
en partant de nouveaux de la formule (20) d’oi il résulte l’expres- 
sion (27). 


OTVOR OMOTAČA KOSE KRUŽNE KUPE 


Stanimir Fempl, Beograd 


Iz najveće i najmanje izvodnice s, i s, kose kružne kupe i 
poluprečnika r njene osnove moguće je izračunati otvor O njenog 
omotača. 


Neka je (V. sl.) s osovina kupe, a ugao osovine prema osnovi, 
a 6, y i 0 uglovi karakterističnog trougla. Iz formule za polovinu 
omotača!) 
7T—a 
M oF Mea (r — scosw)? 


X cos? a — cos? 


2 2 
a 


sin wd w 


vidi se da je elemenat omotača 


dues jean ede (1) 


2 cos? a — cos? p nak = 2 


1) S. Fempl: Komplanacija kose kružne kupe. Glasnik matematičko- 
fizički i astronomski. T. 4. Zagreb 1949. Str. 128. 


Otvor omotača kose kružne kupe oe 


.gde je o ma koja izvodnica, a wy naspramni ugao u tom delu oso- 
vinskog preseka. Zbog 
e—s?+ r2—2rscosy, 
iz jedmacine (1) sledi 
‘ia r s?sin2a + (r—seosw)? . 
no s?-+r2— 2rscosyp V dea eee 


cosža — cosgžap 


Uzimajući u obzir polovinu otvora, ugao y varira od a do z—a, 
pa je. 


lz 


T—a 
Za | ee EI sinwdy 
eas cos’ a — cos? s? + r2— 2rscosw 
a 
ili 
+cosa 
LA |e (2) 
s+ r2—2rsu VU 
—cos a 
gde je 
U = [s? sin? a + (r — su)?] (cos? — u?). (3) 
sy? = s? + 72+ 2rscosa 
so° — s* + r2—2rscosa ~ 
sledi 
2 2 2 2 
2 sa Ao ae meee) erie 
s*+r S A Oe (4) 
Izvršimo li smenu 
_ cosa A? +t 
ae | 1+t 
gde je 
k.“ 61 + sz é b= Ad ; 
A = ae (o: ctg 2 ctg a (5) 


uzimajući u obzir jednačine (4), (3) i relacije između strana i 
uglova karakterističnog trougla, izraz pod integralom (2) dobija 
oblik 


fo) 
2 = 
2\ss82 ,. 8 dado 2 dt 
= A > (6) 
r (si — 83) 2 1—# VT 
gde je 
Hh == (e+ ctg? 4 (t? — A?). 
Funkcija | 


_ A(u—Acosa) 
“cosa — Au 
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ima diskontinuitet za onu vrednost u, koja anulira imenilac. Zato 
se integral (2) mora rastaviti na 


cos a 


cas a 


freant froan= Froda [no 


— cos a cos a 
A 
Prvi član desne strane sveden na granice A i oo (t=—t) i ponovo 


skupljen sa drugim članom daje zbog (6) sledeći izraz za O: 


98=— 


8 Vs; s2 sin nij. 2 + etg? = dt 
1-2 VT 


1— 82 


Stavljajući ovde 


izraz za © postaje 


——- d 
ai 1— kx oda 


s.= = 
k (Si — 52) AP = 102 |X 
gde je 
X = (1 — x?) (1 — k? x”). (7) 
Kako je 
DL heat ke (Ae Bye _ m 
Až—1ldbaž — A?—1-+ 22 ; 
to se dobija 
1 
8 sy sa cos 2 
7 dx 
8 = ——— }[k? (42 — 1) +. 1] | = — FPF; , (8) 
k (si — 82) (42—1-+ x?) VX 
0 


gde je 
1 


I | dx (a) 
Vl — x?) (1 — k? x?) 
0 


potpuni normalni eliptični integral I vrste. Stavljajući kratkoće radi 


Bian 
1 k*sin* o 


kuha ey (9) 
ie ASE sin B sin y 


jednačina (8) postaje 


8 V/s; s2 cos o 


2 
ae JS TETETSVU [(n + k?) 1I—k2F], (10) 


Otvor omotaéa kose kruzne kupe 5B) 


gde je . 
1 
dx 
: Ea VX Kg 
0 


potpuni normalni eliptični integral III vrste. 
Kao što je poznato, potpuni normalni eliptični integrali I, 
II i III vrste imaju trigonometriski oblik 


KLA Ka i 
2 2 2 
= d e E M de 
F= | A(@)* E= (440, m=( (1+ nsin? @) 4 (9) * 
0 0 0 
gde je 
A(P) =V1— E2sin20Q 
Kako je 
i. 
== 2s 2 ef k 
an eh nan 
2 
dakle 
wat edith 
$1 — Sg — <=" 
cos > 
jednačina (10) postaje 
4 61 so. cos? da k2 
= ———"("f M—r). () 


Izraz u zagradi može se izraziti pomoću normalnih eliptičnih 
integrala I i II vrste. Na str. 134 moga rada o komplanaciji kose 
kružne kupe') nalazi se jednačina 

s n n (1 — k) — k?) n(n n(n +1) 
2) 4 — PE Ba pase EnO ol ie nn) 
gde F, i E, imaju niže navedena značenja. Iz ove jednačine sledi 

és +s N>—r= ee sax) {FE, —(F—E)F,\. 
Lako se moze uveriti da se faktor pred velikom zagradom svodi 
na oblik 


bs 
—- d 
[si So cas? — 
VS1 82 2 


Usled toga, definitivan obrazac za otvor omotača kose kružne kupe 
ima oblik 


8=4A[F—(F—E)F], (TI) 
gde je 
arc sin FET are sin Fe ag 
d e 
as n=) 494, 
0 0 


3 Glasnik 
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A, (p) = VI — k? sin’ , 


Kk = cos rt. 


Primera radi, neka je sr==24 cm, s,=16 cm, r==6,5 cm. 
Obrazac (II) daje © = 105" 58’. 
Za slučaj uspravne kupe je 
$1 — $2, RS k=0, k= A(@)i=2 5 } 
2rn 6 8 


sreo (F — E) F,=0, E, = sin >" 


0 = 2asin a 


što potvrđuje obrazac za veličinu otvora uspravne kružne kupe. 

Za s,-+s,—2r tj. za slučaj, kada kupa degeneriše u ravnu 
figuru, biće B—=0, y==0, k=0, k =1 i izraz za otvor omotača 
postaje 

0=4[EF—(F—BĐF], 

gde sada F’ i E' označavaju potpune normalne eliptične integrale 
I i II vrste, a sa komplementarnim modulom k'. Kako je za ovaj 
slučaj: if. E=1, F'=09, to se izraz za © javlja u ne- 


određenoj formi. Međutim, na osnovu Legendreove relacije?) 


FF+EF—FF=2 


sledi 
C= Jin 
što se i moglo očekivati. 
Na kraju, interesantno je napomenuti da se izraz za O javlja 
u formuli za omotač kose kružne kupe) 


M=2r\ss (E— Pam a) + 272 (E F—(F—E) m). (11) 


Usled obrasca (II), formula za omotač kose kružne kupe može se 
pisati u obliku 


2 
M =2r\ss2 (E — Psi i + BA 


(Primljeno 9, VII. 1951.) 


*) A. M. Legendre: Traité des fonctions élliptiques. I. Paris, 1825. 
8) Vidi 4). Str. 134. 


Otvor omotača kose kružne kupe 35 


UBER DEN ZENTRIWINKEL DER ABWICKLUNG 
DES MANTELS EINES SCHIEFEN KREISKEGELS 


Stanimir Fempl, Beograd 


Zusammenfassung 


Aus der gréssten und kleinsten Mantellinie s, und s, eines 
schiefen Kreiskegels und dem Halbmesser r des Grundkreises ist 
es mčglich den Zentriwinkel O der Abwicklung des Mantels aus- 
zurechnen. 

Es seien: s die Achse des Kegels, a der Neigungswinkel zwi- 
schen der Achse und der Ebene des Grundkreises, ferner, 6, y und 
6 die Winkel des charakteristischen Dreiecks. Dann ist der Zentri- 
winkel durch (2) gegeben. 

In dieser Arbeit wird gezeigt, dass das Integral (2) durch 
Formel (II), also mittels elliptischer Integrale I. u. II. Gattung aus- 


driickbar ist. Der Modul der vollstandigen Integrale ist snizi: 

der Modul der unvollstandigen Integrale F, u. E, ist cos PT 
, 2r : : 

d Amplitud . 

eren p ude are sin i >, 


Es ist bemerkenswert, dass der Ausdruck fiir O in der Formel 
(11) fir die Mantelflache des Kegels') figuriert. 


UBER EINE BERECHNUNGSMETHODE 
DES MAGNETISCHEN FELDES 


Branko Berkes, Zagreb 


Wie aus den Grundlagen der theoretischen Elektrotechnik be- 
kannt ist, bildet sich um stromdurchflossene Leiter ein magneti- 
sches Feld; ein ahnlicher Vorgang riihrt von den zeitlichen Ande- 
rungen des elektrischen Feldes her. Diese physikalischen Phano- 
mene wurden von Oersted experimentell entdeckt und von Max- 
well theoretisch bearbeitet, welch letzterer die Beziehungen zwi- 
schen dem elektrischen und magnetischen Feld durch die Diffe- 
rentialgleichung 


aD a (e€ F) 
a) at le arp dr oy (1) 


ausgedriickt hat. 


Pfxy,z) 


Abb. 1 


Unter der Voraussetzung eines quellenfreien magnetischen 
Feldes kann man durch Einfiihrung einer neuen Vektorgrésse ohne 
physikalische Bedeutung (Vektorpotential) das Biot-Savartsche 


‘Gesetzt 
1 >C 1G ele 
Vv 


gewinnen, in welchem sich die Integrationsvariable auf die Ko- 
ordinaten des Stromes, und nicht auf die des Angriffpunktes, 
bezieht; @ ist dabei der Abstand zwischen dem Angriffpunkt und 
dem stromdurchflossenen Volumenelement dV (Bild 1.). 
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Ausser diesen bekannten Moglichkeiten besteht zur Berech- 
nung des magnetischen Feldes noch eine weitere. Aus der Defi- 
nition des Vektorpotentials erhalt man namlich 


Le ern 1 
H=mA= 7, | [re 7 | @¥= aa § [sra ber (3)%) 
V Vv 


Durch Bildung des Vektorproduktes 


[re a =- [vc] — a 


und Einsetzung desselben in (3), ergibt sich fiir das magnetische 
Feld 
een rete 1 1 
"=: | e av— ge [poza Ga) 
V KG 


Wenn wir auf das zweite Glied der rechten Seite den verall- 
gemeinerten Satz von Gauss anwenden und die Integration uber 
eine solche Flache ausfiihren, auf welcher die Stromdichte G den 
Wert Null besitzt, so verschwindet (auch bei beliebig grosser Inte- 
grationsflache) das Integral und wir bekommen statt (3a) den 
Ausdruck 


dx o 
Vv 


H 1 | rot G dV. : (3b)?) 


Bei stationdren und quasi-stationéren Stromungen ist die 
Rotation von G nur an solchen Stellen nicht Null, wo der Gradient 
der Leitfahigkeit von Null verschieden und nicht parallel mit F 
ist. Fur homogene Medien ist es klar, dass nur der Flachengradient 
von x an der Grenze von zwei Medien in Betracht kommt. Des- 
wegen ist der in (3a) geschriebene Rotor ein Flachenrotor und die 
endgiltige Formel fur das magnetische Feld lautet 

Bl RotG 
kat 
F 
owo df das Element der Grenzflache bedeutet. 

Wir werden jetzt die Formel (4) auf einige Falle, beispiels- 
weise auf einen unendlich ausgedehnten geraden Leiter, eine unend- 
lich ausgedehnte gerade Flache und auf einen Ring mit beliebigem 
Querschnitt anwenden. 


df, (4)* 


1) Da der Operator p' nur auf Funktionen von x, y, z anzuwenden 
ist, kann man die Glieder im Vektorprodukt in der Reihenfolge wie 
oben schreiben, indem yp =— yp’ gesetzt werden muss, wo yp die den 
Variablen der Integration zugeordnete Ableitung bedeutet. 

2) In der Operation rot G ist jetzt die Ableitung der Stromdichte 
nach den Integrationsvariablen zu verstehen. 

* Der Grundgedanke stammt aus einer an der Technischen Fakul- 
tat in Zagreb von Prof. Dr. D. BlanuSa vorgehaltenen Vorlesung. 
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1) Im Falle des unendlieh langen geraden Leiters k&nnen wir 
wegen der Achsensymmetrie zylindrische Koordinaten verwenden 


und das magnetische Feld in Komponenten 


fidf «df 


Zz 
2" aer'-2 arcosy 
Querschnitt A-B: 


x. Ansicht von oben 


Abb. 2 


zzt+e 27 


pr \ \ Geos (0+ 2) add: 


"baka Vz? + a? + r?— Žar + cos 
s=—o 9=0 
(5) 


z=+oe 27 


| \ Gein (0+ 2) ado dz 


9 4x \ 22+ a? + r?— 2ar+cos® 


z=—ow P= 


zerlegen. Durch weitere Zerlegung des Integrals von 0 bis 2z in 
zwei Integrale von 0 bis a und Integration nach z nehmen die 


obigen Ausdriicke die Gestalt 
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+c 27 
le | G:sing-adq:dz 


Vz? + a? + r2— 2ar-cos@ 
z=—c 9=(0 
hit i | | G -+sing-+-adQ-dz 
vz2 + a? + 72 — 2ar-cos@ 


0z=—c 


a+G _. | E dz 
= —— -lim 
4m cao Vz2 + a2 + r2— 2ar-cos@ 


9=0 z=—c 
d 
= = ed ape De a 
V\zž+a2+r--2ar cos P j 
“he 


T 
vel A E dz 
= = \ lim — 
4m Jere Vz2 + a2? + 2? — 2ar-cos@ 
=0 


dt. dz 
Vz + a2 + 72+ 2ar-cos@ 


\ sina 


ge or 


1 : G -+cos P-adQ-:dz 
H, = —  :lim == 
yz? + a? + r2— 2ar:+cos® 


z=—cP=0 


T 
zra) : E e dz 
= —— \ lim -.- — — 
7 cre Vz2 + a2 + r2 — 2ar-cos@ 
a dz 
Vz? + a2 +72 + 2ar-cos@ J 
2 
an. Durch die Substitution 1 -- (=) = 4, — ZB geht (5) fir 


r<a in 


*cosP+d o 


aG A+B-cosQ_. 
nE in jesi dla ja 
0 
(5a) 
T 
__a-G A— B-cos@ 
H, = S Pr ao So cos 0+ do 
0 


liber. Das erste Integral kann leicht ausgewertet werden und gibt 
das Resultat Null, wodurch auch H, —0 ist und es wird ersichtlich, 
dass das Feld nur aus der Zirkularkomponente besteht. Das zweite 
Integral lasst sich durch partielle Integration auf bekannte Inte- 
gralformen zuriickftihren. Das magnetische Feld ist dann fir r<a 
gleich ; 


* Po. (6) 
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Da zu jedem Punkt P(r,g) im Innern des Leiters spiegel- 
2 
bildlich ein Punkt P'(©, o) ausserhalb desselben gehort, fiir den 


das Integral (5) denselben Wert hat, so ergibt sich fir das aussere 
Feld ' 
u = I až YE 
Fe CYTE eee P= 3 Po. (6a) 


r 


Die Lésungen (6) und (6a) stimmen mit den mittels Maxwell- 
scher Gleichung und Biot-Savartschen Gesetz ausgerechneten Re- 
sultaten uberein. 4 

2) Ganz &hnlich wie im Falle 1) k&nnen wir die Feldstarke 
im Innern einer unendlich ausgedehnten diinnen Platte berechnen. 
Fir irgend einen Punkt Q(z, y, 2) bekommen wir 


Ve ~¢) *(¥-9) "(a -2)* 
\ [x-§)"+(¥-2)>(a+8) a 


Abb. 3 
+00 +0 
1 ) j ; G+dždn 
Hea : Fr 
e V(x — £)? + (y — n)? + (a — 2)? 
=—o 7=— 0 
+e +00 
oo. v(x — 2)? + (y — 0)? + (a + 2)? 
=—%=—0 
und weiter 
+e 
Gama (a — z)? + (y — n)? 
===: + dn. 
M ee \ "ate t+y—a oe 


=<, 


Wegen a«c, wenn c gegen Unendlich strebt, ist das magne- 
tische Feld im Grenzfall mit 


G 
H=H-yo= (— gq) (—4n2)-y0=Grery0 (8) 


gegeben, was auch aus dem Durchflutungsgesetz gleich zu erken- 
nen ist. 


8) Die Betrage der Integration iiber Seitenflachen heben sich 
wegen der unendlichen Entfernung derselben vom Punkt Q auf. 
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3) Bevor wir das Feld eines Ringes mit quadratischem Quer- 
schnitt untersuchen wollen, miissen wir die Stromdichteverteilung 
bei konstantem Strom aus dem Induktionsgesetz ausrechnen. Wegen 
der vorausgesetzten zeitlichen Unabhšngiskeit des Stromes und 
der damit verbundenen zeitlichen Unabhangigkeit der Induktion 
ergibt sich (F=F,-0,—F-%), Bild 4.) 
€ 


Tera 
sa Passo (Bs) 0 reF=const=c F= (9) 


T 


Abb. 4 


Aus dem Ohmschen Gesetz in Elementarform und (9) folgt 
der Wert der Konstanten c (dp = Flachenelement des Querschnittes) 


R, R, 
I=f6dp=x | F-bdr=xbe Z=ub.odn FP, 
R, R, 
i I 
== Rp 
xbln R; 
und der Stromdichte G 
tf + 
G=x. < +h =! .—.9%. (10) 
r DE ido 


42 Branko Berkeš, Zagreb, 


Diese Resultate fiihren wir in (4) ein und zerlegen den Fla- 
chenrotor in vier Summanden, so dass die Integration iiber die 
obere, untere und die zwei Seitenflachen ausgefiihrt wird und die 
Feldkomponenten fir einen beliebigen Punkt Q (q, 9, d) lauten 
(Bila 5.) 


po Qing 


= 
< 


a Zz 
Abb. 5 
Ba ek, 
I il rdr-costdt 
oru are + 
PO TE Vla++2)+ r? + q?— 2rq-cost 
Ry J=0 r=R, 2 q 
2T R, 
1 rdr-costdd 
r (11) 
bi a (q— 2) 44 @—2rq- cost 
b 
Sia ee) 
Tie I ' ) ine R,-dz-d? 
: 4x-b meće oe a Re V(d — z)? + Ro?+ q?— 2Roq: cost 
Ri ==+— 
Qa ++ 


+1 j 1, dz-dt 
M \(d—z2)2+R,2+q—2Riq-cosd 
J=0:=—— 

2 
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Uber eine Berechnungsmethode. .. 


Die ee liber die Variable 9 liefert durch die Sub- 


stitutionen 
$=x—2y 
(2-4) +0+0 (4+ 3) ++)? 
bzw. 
4qRy Pe 4qR, 
(d —z)?-+ (Ro + q)? 


k= 
(d — z)?+- (Ri + q)? 


elliptische Integrale erster und zweiter Gattung; die Komponenten 
H, und H, des magnetischen Feldes k&nnen dann in der Form 


Ry 
A= f Te fa LK Sena = 
2x-b-In kVrq 
Ry 
R, 
22 1 (2—K)K'—2E1-dr 
k \rq 
R, 
ye 
2 
I ( 1 Skroz 


8 Se 
: Re | J V(d—2)? + (Ri + 9 


z.b- mu a 
2 
b 
"7 
ay i Lk lds (11a) 
, V(d — z)? + (Re + q)? 


T/2 
2a eg has ee 
y1 — k2.sin2y Vl —k2-sin2yp 
0 0 


T/2 Tla 
E={ fi —k2-sin2p -dy, E'= | ji—k?-sin2y «dy 
0 Se 


geschrieben werden. 
Lassen wir jetzt den Querschnitt des Ringes gegen Null stre- 


ben, so entsteht eine unbestimmte Form, die nach I Hospital in 
(R, == const. = R) 
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SIE: d Bi Pings ap 
“7 Ba a | OT a+ (Ra) 
(11b)*) 
rt ee 1 R? — d?—q? 
ae Es [+ rao | 


ubergeht; dies sind die bekannten Formeln fiir das Feld eines Kreis- 
stromes. 

Von grésserem Interesse ist vor allem die Kenntnis der Feld- 
verteilung langs der z-Achse, d. h. fiir solche Punkte, fir welche 
q==0 gesetzt ist. In diesem Fall vereinfachen sich die Formeln 
(lla) zu 


H.=0, 
+5 +2 
peewee ei dz M dz 
4 2b .In 2 VRi? + (d — 2)? VR2?-+ (d — 2)? 
Lee ars b 
ee a 
und die Integration nach z liefert endlich 
b b \2 
I a- 5+ V\(e-$) + Re 


i -In ————————— 


= ee BEN (12) 
2 
d+ t+ V(a+ 2) +R? 


| b\? I 
a—24V (2-4) +2, 
bzw. fiir den Kreisstrom 
I-R?-z I 3 


b= in e == > * cos*G + za dasa i (12a) 
R,>R 2 V(R? + 4238 2R R 
b>0 


“Zo 


4) Der Ubergang vom Torus mit quadratischem auf einen sol- 
chen mit Kreisquerschnitt (Bild 6.) verursacht jetzt keine Schwie- 


rigkeiten. Entnehmen wir aus der Formel (9) F= = und substi- 


tuieren r==R + a-sin o, so gilt fiir die Konstante c und die Strom- | 
dichte G 


b 
rts da-d@ 
| | epee 20 [R— RP], 
=0 


I 
c= 5 (13) 


= 2n:[R— JR?— b?] 


4) Siehe z. B. Referenz 3) Seite 271. 
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= memo : I je 
x šk 2n[R—\R?—b?] r 


:% 


und dadurch fir die Komponenten H, und H., wenn wir uns nur 
auf die Untersuchung des Feldes lings der z-Achse beschranken, 


Qa Qa 
ee. I b-sin(% +0) d@-cosdad "ts 
"4% 2x[R—(R'—02] V(RFb-sin g)! + (d—b-cosg)? 
o=0 ¥=0 
sd. PV (14) 
b- (+ do-d# 
Sai. AR PRIEUIE. Na g:9 
* 40 2n[R—(R'—b2] VIR + b- sing)? + (d — b- cos)? 
g=u s=0 
Stromrichtvng 


ŽE 
7, Be eo i nick 
\ 
a * (R-bsing)" + (d -basy)? 
\ re: y 
de 


a. 


Abb. 6 


Das Integral in H, ist ein elliptisches Integral, das man durch 
mehrere Substitutionen als Summe von je einer logaritmischen 
und zyklometrischen Funktion und von drei elliptischen Normal- 
integralen darstellen kann. Im obigen Fall ist es jedoch nicht notig 
diese Reduktion durchzufiihren, da fiir einen Ring stets b <R 
sein muss und deswegen der Nenner in eine Reihe entwickelt und 
dann gliedweise integriert werden kann. Setzen wir also R“ + b? + 
+ d? = R? + d* und zerlegen das Integral nach g in zwei Inte- 
grale, so ergibt sich weiter 
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7 


I.b sin 0 1 2b 
= M —— ===. 1— — - —— (do cosp —R si Le) 
: empire Jive imo) 
0 
1:3 4b? 


Load (Repno "o ee 


=o a6 (d- cos p — R- sing) + 


2 Rika: 
18. ‘452 SE a 
ZA (R?-L a? (d- cos? — R + sing) +. [haos 
TT 
2. I-b? ERE a sin?@ + do 
4n[R—\R?—b?] [R2+ a3" | 
0 
I.b? 
H=H,-% a *Z- (15) 


sa 4. [R—\R— b? | 4 [R?-+ d2|\» 
Fur extrem kleine Werte von b erhalten wir die Formel (12a) 


. . 2 


sr lim ——— = 
4-[R2+d J v0 R— R?— b? 2R 


Dieses Resultat war schon im voraus .zu erwarten, da es bei 
sehr kleinem Ringquerschnitt nicht auf die Querschnittsform an- 
kommt. 

Man erkennt aus den oben dargelegten Problemen, dass diese 
Berechnungsmethode — welche man als Reziprozitdtsgesetz des 
elektromagnetischen Feldes bezeichnen kann — nur fiir relativ 
einfachere Falle in Betracht kommt, fiir kompliziertere Falle da- 
gegen auf solche Integralformen fiihrt, die nur durch N&herungs- 
methoden lésbar sind. 
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O JEDNOM NAČINU IZRAČUNAVANJA MAGNETSKOG POLJA 
Branko Berkeš, Zagreb 


Sadržaj 


Osim uobičajenog načina izračunavanja magnetskog polja po- 
moću I. Maxwellove jednadžbe ili Biot-Savartovog zakona može se 
isto izračunati također na temelju poznavanja gustoće struje kac 
funkcije položajnih koordinata. Iz definicije vektorpotencijala A 
slijedi naime vektorskom transformacijom formula (3b) i odavde 
— pošto rot G postoji samo na mjestima gdje gradijent vodljivosti 
nije paralelan sa F i jednak nuli — dobijemo (4). Ovaj zakon 
reciprociteta za elektromagnetsko polje sličan je po svom obliku 
zakonu reciprociteta u elektrostatici. 

Za nekoliko zadanih slučajeva raspodjele gustoće struje izra- 
čunato je magnetsko polje na temelju (4). O točnosti rješenja mo- 
žemo se lako uvjeriti načinimo li rotaciju magnetskog polja, koja 
za vodič mora dati zadanu gustoću struje, a za okolni dielektrik- 
izolator vrijednost nula. Na temelju izvedenih računa za magnet- 
sko polje za beskonačno dugi ravni vodič, beskonačno veliku ravnu 
ploču i prstene kvadratičnog i okruglog presjeka može se zaklju- 
čiti, da prikazani zakon reciprociteta manje-više dolazi u obzir 
kod proračuna polja relativno jednostavnijih slučajeva raspodjele 
gustoće struje. U kompliciranijim slučajevima vodi ovaj zakon na 
takove integralne oblike, koji se mogu riješiti tek metodama apro- 
ksimacije. Za koji ćemo se od tri spomenuta zakona odlučiti, ovisit 
će onda o gustoći struje kao funkciji položajnih koordinata. 


(Primljeno 24. IX. 1951.) 


UBER DAS MIT WASSER GEFULLTE FERNROHR 
NACH BOSCOVICH» 


Stanko Hondl, Zagreb 


In Briefen aus dem Jahre 1766 beschrieb Boscovich (Bošković, 
B.), wie man die Frage nach der Lichtgeschwindigkeit. im Wasser 
lésen kénnte, wenn man die Aberration des Fixsternlichtes in 
einem mit Wasser geftillten Fernrohr beobachtete. Eine ausfiihr- 
liche Bearbeitung des Gegenstandes lieferte B. in der lateinischen 
Abhandlung Wie kann man bestimmen den Unterschied der Licht- 
geschwindigkeit in verschiedenen Medien mittels zweier dioptri- 
scher Fernrohre, eines gewohnlichen und eines neuartigen. Die 
Arbeit erschien im 2. Bande der Sammlung B.-scher Abhandlungen 
Opera pertinentia ad Opticam, et Astronomiam (funf Bande), Bas- 
sano 1785, S. 248—314. Hier erweiterte B. seinen Vorschlag und 
zog auch — als wichtiger und einfacher — die Aberration irdischer 
Lichtquellen in Betracht. 

I. Der Inhalt dieser Abhandlung wird gekiirzt wiedergegeben. 
Im § I seiner Abhandlung schloss B., dass in Newton’s Theorie 
die Aberration in einem mit Wasser gefillten Fernrohr kleiner 
erscheinen miisse. Zur Messung eignet sich die Zenitdistanz eines 
Sterns w&hrend seiner Kulmination; sie ist mit Aberration in De- 
klination behaftet. B. beschreibt ins Einzelne, wie man ein ge- 
wohnliches und ein mit Wasser geftilltes Fernrohr am selben 
Quadranten oder, besser, Zenitsektor montieren sollte und wie man 
durch Messung von Zenitdistanzen in beiden Fernrohren den 
Unterschied der Aberrationen schon wahrend einer Kulmination 
oder mindestens in zwei sich folgenden Kulminationen ermitteln 
kčnnte. — § II enthalt Vorschlage betreffend die Einbringung des 
Wassers ins Fernrohr. Sodann werden Berechnungen tiber Brenn- 
weite und Achromasie angestellt. Endlich bemerkt B., dass jedes 
gewohnliche achromatische Objektiv in seinem Fernrohr zu ver- 
wenden ist, wenn man ihm eine Kalotte hinzufiigt, deren konvexe 
Seite zum Objektiv gekehrt ist und deren konkave Seite die Was- 
sersaule abgrenzt; der Kriimmungsmittelpunkt der beiden Ober- 
flachen der Kalotte soll sich im Brennpunkte des Objektivs be- 
finden. Bei Einfillung des Wassers bleibt dann die Brennweite 


3) Bericht tiber die Abhandlung Boškovićev dalekozor s vodom 
(kroatisch), erschienen in BOSKOVIC, Almanach der Kroatischen na- 
turwiss. Gesellschaft, Jhrg. 1952, Zagreb, S. 187—227; mit 8 Abb. 
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ungeandert, u. zw. fir jede Farbe. — Im § III wird die Frage 
erčrtert, welche Sterne sich zur Beobachtung eignen wiirden. Auch 
werden Einwande beantwortet, die dem B.-schen Vorschlage entge- 
gengehalten wurden. — § IV ist ein spaterer, w&hrend der Redi- 
gierung der Opera hinzugefiigter Zusatz. Hier wird die Aberration 
irdischen Lichts untersucht. Nachdem dargelegt wurde, dass ein 
gewohnliches Fernrohr ein irdisches Licht an der Stelle zeigt, wo 
es sich eben befindet, wird — immer am Boden von Newton's 
Theorie — geschlossen, dass in dem mit Wasser gefiillten Fern- 
rohr eine Aberration entstehe, gleich 4% der Aberration eines Fix- 
sterns, der sich gerade hinter der irdischen Lichtquelle befinden 
wurde; die Richtung dieser Aberration sei der Erdbewegung ent- 
gegengesetzt. Es folgt eine schčne Untersuchung iiber die Kurve, 
die das Bild einer irdischen Lichtquelle im Gesichtsfelde eines 
solchen Fernrohrs wahrend eines Tages infolge der Erdbewegung 
beschreiben miisse. Es handelt sich um eine Ellipse (Kreis, Gerade) 
oder ellipsenahnliche Kurve, deren Achsen in Abhšngigkeit von 
Orientierung des Fernrohrs, geographischer Breite und Jahreszeit 
bestimmt werden. 


II. Dem Referate iiber die Abhandlung von B. fiigt der Ver- 
fasser einige Erlauterungen bei. Die soeben erw&hnte Kurve ware 
auch im allgemeinen Falle eine Ellipse, was B. infolge seiner ana- 
lytischen Schlussweise entging. 


Die stattlichen Bande der Opera fanden keinen Absatz. So 
kam es, dass die Abhandlung tiber das mit Wasser gefiillte Fernrohr 
weder gelesen noch. zitiert wurde. Und so konnte es geschehen, 
dass Fresnel 1818 im bekannten Briefe an Arago darauf hinwies, 
dass es uberflissig sei, die »expérience proposée par Boscovich« 
durch Aberration zu verwickeln, und dass es geniigen wiirde. 
irdische Gegenstande zu beobachten. Und so konnte H. A. Lorentz 
1887 erklaren, dass schon Fresnel bemerkté (Fresnel avait déjd 
remarqué), dass man die »expérience de Boscovich« mit irdischem 
Licht ausfiihren mége. Als ob B. iiber diesen Gegenstand nie etwas 

_verdffentlicht hatte! Arago berichtend tiber die Brechung des 
Sternenlichts in einem Prisma (1810, erschienen erst 1853) erwahnt 
zwar Boscowich (sic) und seinen neueren Vorschlag, aber ungenau, 
jedenfalls ohne Kenntnis der B.-schen Abhandlung. 

II. Noch vor Erscheinen der Opera berichtete tiber B.’ Vor- 
schlag aus dem Jahre 1766 de Lalande im Traité d’Astronomie, 
2. Auflage, 4. Band, 1781. 

Der Mailander Sternwarte wurde 1772 grundsatzlich bewilligt. 
die Ausfiihrung des Vorschlages von B. zu bewerkstelligen. Ver- 
schiedene Umstande, u. a. ein Gutachten von Paolo Frisi, vereitel- 
ten das Projekt. Frisi schloss sich den Argumenten von B. an, 
erachtete aber den Versuch fir tiberfliissig, da er ja bloss ein 
Prinzip der Dioptrik bestattigen wiirde, welches auf anderen We- 
gen schon geniigend gefestigt erscheine. 
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Im J. 1782 beschrieb auch Patrick Wilson vor dem Londoner 
Royal Society, wie man aus der Aberration der Fixsterne in einem 
mit Wasser gefiillten Fernrohr Newton’s Behauptung betreffend 
die Lichtgeschwindigkeit im Wasser iiberpriifen k&nnte. Abweichend 
von B. schloss Wilson, dass der Newtonschen Theorie gemass das 
mit Wasser gefiillte Fernrohr eine gleiche Aberration liefern wurde 
wie ein gewčhnliches. In der Tat, B. versdumte es in seinem 
Schliissen, die Lichtbrechung zu beriicksichtigen. Dieselbe Bemer- 
kung betrifft die Aberration irdischen Lichtes, welche nach New- 
ton's Theorie auch im Fernrohr von B. gleich Null sein miisste. 


Es ist bemerkenswert, dass niemand schon friiher B. auf das 
Versehen aufmerksam machte. (Auf verwandtem Gebiete hat A. A. 
Michelson den zu erwartenden Effekt seines bertihmten Versuchs 
aus dem Jahre 1881 doppelt zu gross errechnet, worauf H. A. Lo- 
rentz 1887 hinwies). 

- IV. Verfasser betrachtet die Aberration in B. Fernrohr auf 
Grund von Newton’s Theorie, sodann fiir den Fall der einfachsten 
Athertheorie, die den Ather ohne jede fortschreitende Bewegung 
annimmt. Hier sind die Resultate des § IV der Abhandlung von B. 
anzuwenden. unter Abanderung der Konstante. Allerdings ist zu 
bemerken, dass B. bloss die Bewegung der Erde um die Sonne 
in Betracht zog, nicht aber eine Bewegung des Sonnensystems. Mit 
Rucksicht auf die Versuche von Respighi und Ketteler wird auch 
die Aberration bei Verwendung eines Kollimators untersucht, u. zw. 
unter Annahme verschiedener Fliissigkeiten im Fernrohr und im 
Kollimator. 

Fresnel war der Uberzeugung, dass das Fernrohr von B.’ eine 
gleiche Aberration ergeben miisse wie das gewčhnliche. Zu dieser 
Meinung fiihrte ihn offenbar der Ausgang des Arago’schen Ver- 
suchs. Sie leitet einfach zur Annahme einer Mitfiihrung des Athers 
und es ist kaum zu bezweifeln, dass Fresnel eben auf Grund 
dieser vorgefassten, relativistisehen, Anschauung den Mitfuhrungs- 
koeffizienten ermittelte’). 

Es wird das Verhaltnis des Versuchs von B. zur Stokesschen 
Lichttheorie dargelegt, sodann jenes zur vorrelativistischen elek- 
tromagnetischen Theorie, endlich das Verhaltnis zur Relativistik. 
Auch wird eine einschlagige Bemerkung G. Castelnuovo’s (1911) 
besprochen. 

V. Die erste Ausfiihrung des Versuchs verdanken wir L. Re- 
spighi (Bologna, 1860). Sein Verfahren entspricht dem Vorschlag 
von B. Ein ruhendes Fernrohr ist auf einen ruhenden irdischen 
Punkt eingestellt und es wird die Lage des Bildes messend ver- 
folgt. Neu ist bei Respighi, dass er den Punkt in einen Kollimator 


*) Vgl. dariiber W. Veltmann 1873, A. Wangerin 1907. Bei P. Drude, 
Lehrbuch der Optik, drei Auflagen, finden wir den Anachronismus 
»Dieses Resultat (der Mitfuihrungskoeffizient) ist schon von Fresnel aus 
einem von Fizeau angestellten Experimente gezogen worden, in welchem 
die Lichtgeschwindigkeit in stromendem Wasser gemessen wurde«.. 
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versetzte und nicht das Fernrohr, sondern den Kollimator mit Was- 
ser fiillte. Das Fernrohr war senkrecht nach unten gerichtet. Die 
damalige Theorie liess erwarten, wenn es keine Mitfiihrung des 
Athers gabe, dass das Bild wahrend eines Tages eine B.-sche Ellipse 
beschreiben werde, deren grosse Halbachse zur Zeit des Solstitiums 
159“ betragen sollte. Statt dessen fand Respighi nur unregelmas- 
sige Verriickungen des Bildes, deren Grésse 1“ oder 2”, selten 3“ 
betrug. 

Auch in den Versuchen von M. Hoek (1868) sowie jenen von 
E. Ketteler (1871) wurden irdische Lichtquellen benutzt. 

Die Versuche von W. Klinkerfues mit Sternenlicht ergaben, 
1867, beim Fernrohr von B. eine bedeutend gréssere Aberration 
als beim gewčhnlichen. Seine spateren Versuche, 1870, entkrafteten 
dieses Resultat. 

Sehr bekannt sind die Messungen von G. B. Airy (Greenwich 
1871). Er bestimmte mit einem mit Wasser gefillten Fernrohr 
Zenitdistanzen von y Drac wahrend der Kulmination dieses Sterns. 
Hieraus konnte er unter Zuhilfenahme der scheinbaren Deklina- 
tionen (Nautical Almanac!) die geographische Breite richtig be- 
‘stimmen, — ein Zeichen, dass die Aberrationen im wassergefillten 
Fernrohr und die in den scheinbaren Deklinationen enthaltenen 
gewohnlichen Aberrationen itibereinstimmen. Airy erwahnt die 
zum Aufbau des benčtigten Objektivs durchgefiihrten Rechnungen. 
Der einfache Gedanke von B., einem gewodhnlichen Objektiv eine 
Kalotte beizuftigen, blieb also unausgefiihrt. 
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IZ DRUŠTVA MATEMATIČARA I FIZIČARA N. R. HRVATSKE 


ODRŽANI KOLOKVIJI 


1) 4228181952! Ing. F. Braum: Problemi fotogrametrije 


Predavač je objasnio osnove fotogrametrije (tehnika mjerenja po- 
moću koje se iz fotografskih snimaka izvodi oblik i položaj snimljenog 
predmeta), način snimanja kao i načine i uvjete za izmjeru snimaka. 
Za izmjeru ravnog područja dovoljna je jedna fotografija, dok su za 
izmjeru prostornog područja potrebna dva snimka. U prvom slučaju 
plan se dobija redresiranjem snimka, t. j. njegovim prevođenjem na 
perspektivu strogo vertikalnog snimka, dok se u drugom slučaju dobiva 
situacija sa konfiguracijom i to redovito pomoću izmjere na stereo- 
instrumentu. 


2) 9. I. 1952. Stručno-pedagoško veče: 
Prof. M. Sevdić: O tipičnim pogreškama učenika kod 
rješavanja jednadžbi. 


3) 16. 1. 1952. Dr. K. Kempni: O Fresnelovom pokusu s dva zrcala 


Nakon uvoda o pojavama interferencije uopće, predavač je iznio 
historijsku pozadinu Fresnelovog pokusa i izveo poznatu formulu za 
razmak pruga interferencije. Malom preinakom te formule dobiven je 
jasniji uvid u zavisnost razmaka pruga o pojedinim odlučnim faktorima. 
Upozorivši na nedostatnost dosadašnjih eksperimentalnih uređaja, pre- 
davač je prikazao vrlo jednostavan, stabilan uređaj, kojim je vršio 
kvantitativna ispitivanja toga pokusa, a kojemu je prednost da se može 
brzo udesiti i da se mogu svestrano mijenjati uvjeti pokusa. Iz činje- 
nice, da se pruge interferencije mogu oštro motriti lupom, zaključio je 
predavač, da se one mogu i fotografski snimiti direktno bez posredstva 
objektiva. Projiciran je niz tako dobivenih snimaka. 


4) 23. I. 1952. Prof. K. Kranjc: Ogib rentgenskih zraka pod malim 
kutom kao metoda za određivanje submikroskopskih 
čestica 

Ogib rentgenskih zraka pod malim kutom nastaje u fino disper- 
giranim tvarima, koje se sastoje iz čestica dimenzija 20 do 500 A. Opi- 
sani su eksperimentalni uređaji za registriranje ogiba. Prikazane su 
metode, kojima se mogu odrediti dimenzije čestica, ako je istraživani 
sistem rijetko pakovan. Prikazana je i primijenjena nova Hosemannova 
teorija, po kojoj se teorija rijetkih sistema može primijeniti na gusto 
pakovane sisteme, ako su dovoljno polidisperzni. Različite metode 
određivanja raspodjele dimenzija čestica primijenjene su na preparatu 
n-aluminijevog oksida, i povučena je paralela između dobivenih rezul- 
tata. Istraživanja su vršena u Fizičkom institutu Prirodoslovno-mate- 
matičkog fakulteta. 


5) 30. I. 1952. III. Redovna godišnja skupština Društva. 


6) 6. II. 1952. Dr. L. Randić: Uspjesi radioastronomije (nastavak) 


Za vrijeme II. svjetskog rata registrirana su radiozračenja pori- 
jeklom sa Sunca, koja na valnim duljinama iznad 1 metra pokazuju 
znatne fluktuacije intenziteta, dok je na kraćim valnim duljinama inten- 
zitet mnogo stalniji. Za vrijeme pomrčina ili pomoću metode inter- 
ferencije moglo se je lokalizirati izvor aktivnosti radiozračenja na 
Suncu u njegovoj atmosferi. Radiozračenja sa Sunca ukazuju na tem- 
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perature od oko 10.000° C u kromosferi, i od oko 1,000.000° C u koroni. 
Mjerenja radiozračenja sa Mjeseca pokazuju nisku temperaturu i po- 
tvrđuju postojanje prašine na njegovoj površini. Pronađeni su izvori 
radiozračenja i u galaktičkom sistemu kao i u drugim galaksijama, 
ali je pronađeno, da ima i takozvanih »radio zvijezda«, t. j. izvora 
radiozračenja, s mjesta, gdje u vidljivoj svjetlosti nema nikakvog 
objekta. 


7) 13. II. 1952. Struéno-pedagosko veče: 


Prof. I. Smolec: 
O razvijanju pojma funkcije u svijesti učenika. 


8) 20.i21.I1.52. Dr. V. Avakumović (k. g): 
O svojstvenim funkcijama membrane, koja titra. 


9) 27. II. 1952. Vece slobodnih tema, saopćenja i razgovora: 


a) D. Mitrović: O Dirichletovom integralu, 
b) Dr. D. Blanuša i prof. R. Vernić: Prikaz saopćenja 
održanih na Kongresu mehaničara na Bledu. 


10) 5. III. 1952. Ing. M. Hegedušić: 
Problem gravitacije i tvorba planetarnih sistema 


Predavač na osnovu analize pojava gravitacije dolazi do zaključka, 
da se masa i gravitacija ne mogu prikazati valno mehaničkim jedna- 
džbama polja i da su elektromagnetske i gravitacione pojave različite 
prirode. On polazi od predodžbe da je gravitacija kvantne strukture, 
pa zaključuje, da je ekspanzija svemira posljedica zamijenjenog Dopple- 
rovog efekta, radi djelovanja svemirske mase na foton. Određuje zatim 
radius svemira, njegovu masu i brzinu širenja gravitacije. 

U vezi s problemom gravitacije postavlja i pitanje formiranja pla- 
netarnih sistema u svemiru, pa zaključuje prema relacijama za daljine 
i elemente tjelesa u našem Sunčevom sustavu, da se tjelesa mogu nala- 
ziti u nekim određenim (izabranim) udaljenostima. Tako postavlja i 
formulu udaljenosti satelita i kod planeta, koji imaju samo dva ili 
samo jedan satelit. Na kraju postavlja hipotezu o razvoju planetarnog 
sistema iz spiralnog sustava prvotne materije. 


11) 12. III. 1952. Stručno-pedagoško veče: 


Prof. S. Škreblin: Osvrt na novo izdanje »Trigono- 
metrija za više razrede srednjih škola«. 


12) 19.111.1952. Ing. M. Ivančić: O tehničkim problemima stabiliteta 


Predavač je prikazao rješavanje tehničkog problema elastične sta- 
bilnosti nosača s visokim-uskim presjekom t. zv. problema izvrtanja 
(Kippung, lateral buckling) integracijom diferencijalne jednadžbe ela- 
stične ravnoteže infinitezimalno izvrnute figure nosača. U praktičnim 
slučajevima ta metoda jedva dolazi u obzir. Nasuprot tome u mnogim 
slučajevima dolazimo jednostavno do cilja primjenom jedne aproksi- 
mativne metode t. zv. energetske metode, koja proizlazi iz energetske 
formulacije problema. Na kraju predavač pokazuje nekoliko jednostav- 
nijih primjera. 


13) 26. III. 1952. Veče slobodnih tema, saopćenja i razgovora: 


a) Dr. S. Bilinski: O Diracovoj funkciji i jednom 
elementarnom problemu hidrostatike, 
b) A. Grossmann: O postupcima iteracije. 
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KOLOKVIJI PODRUŽNICE RIJEKA ODRŽANI TOKOM 1951. GOD. 


1) 


2) 


3) 


16) 


4, J. 1951. 
iE ans SLO 
1. TIT. 1951. 
15. III. 1951. 
5. IV. 1951. 
19, IV. 1951. 
Do VES L9D1? 
10. VS 1951. 
20. MV.SLOD1: 
(be \hls alieey 
18. X. 1951. 
25. X. 1951. 
26. X. 1951. 
8. XI. 1951. 
16. XI. 1951. 
6. XII. 1951. 


M. Feretić: Čitanje i diskusija referata doc. M. Sevdića: 
»Borba protiv formalizma u nastavi matematike«, 
M. Feretić: Diskusija o stanju prirodoslovnih, kemij- 
skih i fizikalnih kabineta, povodom okružnice Mini- 
starstva prosvjete o tom predmetu, 
V. Glumac: Preslikavanje geometrijski zastrtog 
objekta, 
Z. Marčec: O beskonačno velikom gledano iz konač- 
nosti, 
J. Blazina: O nekim svojstvima prostornih spirala, 
V. Glumac: Polarne molekule, 
R. Stojanović (k. g.): O tenzorima, 
R. Stojanović: O predočivanju u n-tero dimenzionai- 
nom prostoru, 
Z. Marčec: Neeuklidska geometrija, 
Dogovor za jedinstveni postupak na velikoj i maloj 
maturi, 
V. Glumac: 1. Rezultati prijamnih ispita na fakulte- 
tima, 
2. »Die Physik in Versuchen«. Recenzija i 
prikaz djela tvornice »Physikalische 
Werkstatten« Gottingen, »Phywe«, 
Prikaz prosvjetnog filma British Councila »Atomic 
Physics«, 
Prikazivanje prosvjetnih filmova: »Izrada optičkih 
instrumenata«, »Gradnja brodova« i »Dobivanje čeli- 
ka«. Prva dva filma komentirao je V. Glumac, 
M. Širola: Kako podajem novo gradivo, 
Prikaz filma British Councila »Atomska fizika« uz 
hrvatski komentar, koji je dao V. Glumac, 
V. Glumac: Organizacija tehničke nastave u Vel. Bri- 
taniji, prikaz filmskih stripova British Councila uz 
popratno predavanje. 


KOLOKVIJI PODRUŽNICE SPLIT ODRŽANI TOKOM 1951. GODINE 


1) 
2) 


5) 
6) 


k X95 
15. X. 1951, 


5. XI 
19 XI 


3. XII 
17. XII 


. 1951. 
. 1951. 


. 1951. 
«sL991# 


S. Rajčić: Matematika sa više predznaka, 

Veče malih tema: 

a) J. Golubić: Prednosti jednog izvoda Hesseovog obli- 
ka jednadžbe pravca, 

b) A. Hruš: Četiri varijante rješavanja problema da se 
u kvadrat upiše istokračan trokut, 

J. Golubić: Anaglifi, 

Veče malih tema: ; 

a) M. Nikolić: Matematički kurioziteti, 

b) Diskusija o nastavi matematike u prvom razredu 
više gimnazije, 

E. Wagner: Proporcionalnost sistema mjera, 

G. Šindler: Politehničko obrazovanje i nastava fizike 

(s eksperimentima). 
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III. REDOVNA GODIŠNJA SKUPŠTINA DRUŠTVA MATEMATIČARA 
I FIZIČARA N. R. HRVATSKE 


Dana 30. I. 1952. održana je III. godišnja skupština Društva u 
predavaonici Fizičkog. instituta Prirodoslovno-matematičkog fakulteta. 
Skupštinu. je otvorio predsjednik Društva Dr. Đ. Kurepa i pozdravio 
predstavnika Hrv. prir. društva predsjednika Dr. F. Tućana, predstav- 
nika Jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti Dr. Ž. Markovića, 
predstavnika Hrv. kemijskog društva Dr. Ing. B. Težaka, predstav- 
nika Geodetskog društva Hrvatske Dr. Ing. A. Čubranića, kao i ostale 
prisutne. Zatim je održao kratko predavanje o temi »Veze između mate- 
matike, fizike i kemije«, u kojem je govorio o razvitku nauke i zna- 
čajnijim ličnostima u toku posljednjih petsto godina, te o značenju 
i važnosti moderne matematike za istraživanje zakonitosti u prirodi. 
Istakao je važnost egzaktnih nauka, naročito fizike i kemije u svrhu 
postizavanja što dubljeg uvida u tajne prirode. Nakon toga skupština 
je izabrala zapisničara asist. M. Vučkića, ovjerovitelje zapisnika prof. 
B. Maksića i Ing. V. Matkovića, i radno predsjedništvo: Dr. Ž. 
Markovića, Dr. Ing. M. Paića, prof. M. Sevdića, prof. M. Lukšić i 
prof. S. Škreblina. Zatim je tajnik Dr. Z. Janković podnio tajnički 
izvještaj, blagajnik dr. V. Vranić blagajnički izvještaj, a član nadzornog 
odbora prof. M. Sevdić izvještaj nadzornog odbora. Nakon održanih 
izvještaja skupština je jednoglasno podijelila razrješnicu dotadanjem 
upravnom odboru i prešla na izbor novog odbora. Prijedlog kandida- 
cione komisije, koju su sačinjavali Dr. Ing. D. Bazjanac, asist. K. Kranjc 
i asist. S. Mardešić, skupština je gotovo jednoglasno tajnim glasanjem 
usvojila, tako da novi odbor Društva sačinjavaju: Predsjednik: Dr. Ing. 


D. Blanuša, i članovi: Dr. S. Bilinski, asist. V. Devidć, Dr. J. Goldberg. 
Dr. Z. Janković, Dr. Đ. Kurepa, Ing. V. Matković, Dr. V. Niče, Dr. Ing. 


M. Paić, asist. P. Papić, prof. I. Smolec, Dr. I. Supek, prof. G. Šindler, 
prof. S. Škreblin, asist. M. Vučkić, prof. R. Vernić i Dr. V. Vranić. 
U nadzorni odbor su izabrani: Dr. Ž. Marković, prof. M. Sevdić, prof. 
F. Hrabak, a u sud časti: Dr. J. Lončar, Dr. V. Vrkljan i prof. M. 
Lukšić. Novi predsjednik Dr. Ing. D. Blanuša zahvalio se u ime novog 
odbora na povjerenju, a dosadanji blagajnik Dr. V. Vranić podnio je 
prijedlog proračuna za 1952. god. Tim prijedlogom povećala bi se 
dosadanja članarina (odnosno pretplata Glasnika) za redovne članove 
na 240.— dinara, dok bi za članove pomagače ostala na dosadašnjoj 
visini od 180.— dinara, također u slučaju članova bračnih drugova 


članarina onoga, koji ne bi primao Glasnik iznosila bi 120.— dinara. 
S dosadašnjim brojem članova, odnosno pretplatnika, na taj način 


Društvo bi imalo ukupni prihod od okruglo 190.000.— dinara. Kako su 
troškovi za štampanje Glasnika u posljednje vrijeme znatno porasli, 
to bi taj prihod tek manjim dijelom pokrio izdatke. Društvo se nada, 
da će ostatak pokriti i ovaj puta subvencijama Savjeta za prosvjetu, 
nauku i kulturu N. R. Hrvatske. Prijedlog je usvojen i time je dnevni 
red skupštine bio iscrpen. Prisutni su na kraju sa velikim interesom 


razgledavali obilje najnovije stručne literature, koju Društvo prima 
u zamjenu za Glasnik, a koja je bila izložena tom prilikom. 
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IZVJEŠTAJ TAJNIKA NA III. REDOVNOJ GODIŠNJOJ SKUPŠTINI 
DRUŠTVA MATEMATIČARA I FIZIČARA N. R. HRVATSKE 
ODRŽANOJ 30. SIJEČNJA 1952. 


Kad smo se prije gotovo godinu dana sastali na II. redovnoj godi- 
šnjoj skupštini našeg Društva i rezimirali uspjehe dotadanjeg rada, 
sigurno smo imali dojam, da smo započeli koristan i zamašan pothvat. 
Upravo ta spoznaja kod znatnog dijela članstva omogućila je, da se 
rad i dalje uspješno razvijao i da danas imamo prilike, da se opet 
osvrnemo na jedno razdoblje, u kojem je Društvo, usprkos izvjesnih 
poteškoća, i dalje napredovalo. Ustrajan i strpljiv svakidašnji rad donosi 
kroz dulje vremenske intervale vidljive i trajne rezultate i držim, da 
upravo rad našeg Društva potvrđuje tu tvrdnju. To je ujedno razlog, 
da Društvo matematičara i fizičara N. R. Hrvatske postaje sve znat- 
niji faktor na radu oko naučne djelatnosti i stručno pedagoškog nasto- 
janja na području matematičko-fizičkih nauka, i to ne samo u tuzem- 


stvu, već također putem sve obilnije zamjene publikacija, i u ino- 
zemstvu. 


Da potkrijepimo tu tvrdnju osvrnimo se kritički na rad Društva 
u razdoblju od 28. III. 1951. do danas. 


U 1951. god. održano je ukupno 36 kolokvija. Dosadanja podjela 
i struktura kolokvija čini se da zadovoljava, dok bi u pogledu »Večeri 
slobodnih tema, saopćenja i razgovora« izvjesna njihova organizacija 
pomogla njihovom daljnjem poboljšanju. Broj predavača je zadovo- 
ljavao, a treba istaći, da se broj fizikalnih kolokvija povećao. Broj 
posjetilaca je također bio znatan, no držimo da se on može još dosta 
povećati, jer mnogi matematičari i fizičari zbog neobavještenosti, po- 
manjkanja vremena ili kojeg drugog razloga, nisu postali posjetioci 
naših srijeda. Treba nažalost istaći, da ima nastavnika matematike i 
fizike, koji ne iskorištavaju ni mogućnosti, koje im pružaju »Stručno- 
pedagoške večeri«, kao i takvih studenata, koji pokazuju malen interes 
za probleme, koji se u kolokvijima obrađuju. Jedan od zadataka dalj- 
njeg rada bit će upravo, da se aktivira i te drugove, te da barem 
postanu redoviti posjetioci kolokvija. Novi Upravni odbor trebat će 
također ukloniti koliziju kolokvija sa sastancima srodnih društava, 
na pr. Hrvatskog kemijskog društva. To se dade postići vrlo jedno- 
stavno. Treba samo izvjesnu alteraciju, koja postoji u strukturi sasta- 
naka Hrv. kem. društva, uskladiti s našom. Time bi se postigla bolja 
povezanost između naših članova i članova Hrv. kem. društva, a tako- 
đer bi se mogli uvesti katkad i zajednički kolokviji. 


»Glasnik matemati¢ko-fizi¢ki i astronomski«, usprkos znatnih po- 
teškoća, skoro je potpuno uklonio vremenski zaostatak u izlaženju, tako 
da se posljednji, peti, broj za 1951. nalazi pred izlaskom. Financijalne 
neprilike, koje su naročito došle do izražaja u posljednje vrijeme, 
uspjelo je za sada ukloniti zahvaljujući znatnim subvencijama Savjeta 
za prosvjetu, nauku i kulturu N. R. H., na kojima se Društvo i ovom 
prilikom najljepše zahvaljuje. Kako sve veća zamjena s inozemnim 
naučnim društvima i ustanovama, pa preko 850 domaćih pretplatnika, 
nužno zahtijeva redovito izlaženje Glasnika, pred novi Upravni odbor 
postavlja se kao najvažniji zadatak omogućiti i osigurati redovito i 
pravilno izlaženje te naše važne naučne publikacije. To će biti ostvarivo 
obzirom na dosadašnju potporu i razumijevanje, koje je Savjet za pro- 
svjetu, nauku i kulturu N. R. Hrvatske pokazao za rad Društva i 
izlaženje Glasnika. Na ovom mjestu treba istaći i pomoć, koju je 
matično Hrvatsko prirodoslovno društvo pružilo, kao i uvijek dosad, 
radu našeg Društva, a naročito u vezi s izdavanjem Glasnika. Na toj 
nesebičnoj pomoći Društvo matematičara i fizičara N. R. Hrvatske 
najtoplije se zahvaljuje. 
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U ovom razdoblju Glasnik se dobro afirmirao u inozemstvu, kao 
što pokazuje broj od preko 100 uspostavljenih zamjena, a također neko- 
liko desetaka u vidu. K tomu treba dodati i zamjenu, koju vrši astro- 
nomska sekcija Hrv. prirodoslovnog društva s astronomskim opserva- 
torijima. Na redakciji je Glasnika, kao i cjelokupnog članstva, da 
daljnjim podizanjem nivoa Glasnika, povećavanjem broja članaka fizi- 
kalnog i astronomskog sadržaja doprinese daljnjem napretku u tom 
smjeru. U budućem radu trebat će upravo zbog što uspješnije zamjene 
i povećanja broja i produbljivanja kulturnih veza karakter resumea i 
njihov opseg promijeniti, odnosno povećati, a također originalne članke 
pisati po mogućnosti na svjetskim jezicima. To će se prema dosada- 
šnjem iskustvu naročito povoljno odraziti na povećanju broja zamjena. 
Iako je ova akcija u punom toku, već danas možemo ocijeniti njezin 
značaj i važnost i zaista ne smijemo žaliti ni truda ni vremena, da je 
što uspješnije izvršimo. 

Kao daljnji zadatak pred redakciju Glasnika postavlja se njegovo 
proširivanje kod nas. Premda Glasnik ima vrlo lijep broj pretplatnika, 
postoji još dosta mogućnosti da se taj broj poveća. Po našem mišljenju 
moralna je obaveza, a trebalo bi biti i sasvim prirodna potreba svakog 
matematičara i fizičara, pratiti razvitak svojih naučnih disciplina, a 
pogotovo slijediti naš domaći doprinos na području matematičko-fizičkih 
nauka. Naročito to vrijedi za kulturne i školske ustanove, na pr. 
gimnazije i sl. 

1951. osnovane su i tri podružnice Društva i to: u Rijeci 25. IV., 
u Šibeniku 30. V. i Splitu 3. X. Podružnice vrho aktivno rade i one 
mogu poslužiti kao primjer kako u našim većim gradovima postoje 
realni uslovi za uspješan njihov rad. Kao važan zadatak budućeg 
Upravnog odbora treba smatrati upravo osnivanje podružnica i učla- 
njivanje matematičara i fizičara u pokrajini. A da dobijemo sliku o 
radu podružnica i korisnosti njihovog djelovanja, navest ćemo sastanke 
podružnica u Rijeci i Splitu (vidi popis u ovom broju Glasnika). Podru- 
žnica Šibenik održala je nekoliko sastanaka, na kojima se diskutiralo 
o konkretnim metodičkim i stručnim problemima. Radu podružnica, 
odnosno održavanju sastanaka, znatno je smetala kolizija sa raznim 
sjednicama nastavničkih vijeća kao i drugim sastancima, a to će se u 
buduće s malo dobre volje nadležnih upravitelja škola i prosvjetnih 
vlasti moći ukloniti. Sa zadovoljstvom možemo ustanoviti, da su podru- 
žnice vrlo lijepo započele svoje djelovanje, pa zato svima njihovim 
članovima, a naročito Upravama, srdačno čestitamo na postignutom 
uspjehu. 

Društvo izdaje sada drugu godinu »Matematičko-fizički list za 
učenike srednjih škola«. Premda redakcija lista ulaže mnogo napora 
da list bude što bolji a sadržaj što raznovrsniji, ona ne nailazi na 
dovoljnu suradnju, a također i do sada postignuti broj od 3.130 pret- 
_platnika (Zagreb 324, N. R. H. 840, Srbija 1.009, Slovenija 194, Crna 
Gora 39, Makedonija 23, B. i H. 351, knjižare 350), jasno govori, da 
se nastavnici u školama ne trude dovoljno da list prošire među uče- 
nicima. Povišenje pretplate od 60.— na 100.— dinara zaista ne može 
biti razlogom tako znatnog pada broja pretplatnika (od 10.000 u 1950/51 
na 3.130 u 1951/52), pa se kao jedan od problema postavlja pred novi 
Upravni odbor i razmatranje tog pitanja. 

U organizacionom pogledu Društvo je također napredovalo, a to 
svjedoči već spomenuto osnivanje triju podružnica, kao i priliv novog 
članstva. Ukupan broj od 450 članova ne iscrpljuje mogućnosti i novi 
Upravni odbor treba da poveća i broj članova i broj podružnica. Naro- 
čite mogućnosti postoje među nastavnicima i studentima, i držimo, da 
ne bi smjelo biti ni jednog nastavnika, a također ni diplomiranog slu- 
šača naših struka, koji nije učlanjen u naše Društvo. Tu je potrebna 
pomoć prosvjetnih vlasti, jer zaista je neobično da danas postoje nastav- 
nici srednjih škola i fakulteta, čak i u Zagrebu, koji nisu našli priliku 
i vremena da se učlane u svoje stručno društvo. 
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Upravni odbor je redovito održavao svoje sjednice jednom mje- 
sečno. U radu i organizaciji Upravnog odbora pokazuje se nužnom 
izvjesna promjena u tom smislu, da se sve veći i zamašniji rad i 
djelovanje podjednako podijeli među odbornike. U tom će se slučaju 
sadašnji opseg rada: ne samo moći zadržati, nego i proširiti, a da to 
za pojedince ne će predstavljati zaista veliko opterećenje. 

Društvo kao član Saveza sudjelovalo je i organiziralo II. Plenum 
Saveza 4. i 5. VI. 1951. u Zagrebu. Tom se prilikom pokazalo, da je 
Savezna komisija za nastavu u srednjim i srednjim stručnim školama, - 
koja je bila povjerena našem Društvu, u potpunosti ispunila svoj 
zadatak i izradila iscrpan i dokumentiran prijedlog za unapređivanje 
nastave u srednjim školama. 

Izvještaj je obuhvatio tek najznačajnije momente u radu Društva 
u 1951. godini, a niz manjih i gotovo svakodnevnih problema i njihovih 
rješenja ostao je po strani. Iz izvještaja se, držimo, moglo razabrati, 
koliko obimnu aktivnost razvija naše Društvo i da je ta aktivnost bez 
velikog broja suradnika nemoguća. Zato se ovom prilikom svima 
onima, koji su u tom radu sudjelovali kao predavači na kolokvijima, 
autori u časopisima, članovi u komisijama, korespondenti s inozemstvom 
ili na bilo koji drugi način pripomogli, najsrdačnije zahvaljujemo. One, 
koji još nisu doprinijeli svoj dio, pozivamo, da to u ovoj godini učine. 
Zaista, svi smo dužni da surađujemo i doprinosimo svoj dio u ostva- 
renju velikog zadatka, koji je postavljen pred Društvo matematičara i 
fizičara N. R. Hrvatske, a to je potpuni procvat i razvitak matematičko- 
fizičkih nauka u našoj domovini. 


Z. Janković 


RJEŠENJA ZADATAKA 144, 145, 147, 154* 


144. Dokaži, da je 


zetgads= > 2. 


Chawla 


Zadatak je dostavio D. BlanuSa, Zagreb. Riješili su ga Ž. Madevski, 
Skoplje; I. Bandić, Beograd; D. Mitrović, Zagreb; K: Ilakovac, Zagreb, 
M. Kugler, Zagreb. 

Metode tih rješenja su podjednake. Parcijalna integracija daje 
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Time je dokaz izvršen. 
I. Bandić poslije parcijalne integracije određuje integral kao limes 


sume dijeleći interval integracije u 2n jednakih dijelova. 
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I. Bandić daje i izvod upotrebljene formule za produkt sinusa, no 
mi ćemo je radije dovesti u vezu s formulom 
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koja je izvedena u rješenju zadatka 106. (V. Glasnik, T. 5, 1950, str 
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Ovo posljednje zato, jer je za r=n sinus jednak 1, pa se taj faktor može 
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što je upravo upotrebljena relacija. Predznak drugoga korijena je pozi- 
tivan, jer su svi faktori dobivenog produkta pozitivni 


145. U kinetičkoj teoriji plinova važnu ulogu ima srednja brzina 
čestica (na pr. kod određivanja broja 


e 
c i relativna srednja brzina c 


LA 
sudara i dužine slobodnog puta). Pretpostavivši da su brzine razdijeljene 
po Maxwellovom zakonu izvedite odnos 

c= \2 €. 
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U kinetičkoj teoriji plinova vjerojatnost, da se brzina neke čestice 
m 


Zadatak s rješenjem dostavio Z. Janković. 
nalazi u području [c,c + A c], dana je po Maxwellovom zakonu ovako 
W(c)Ac = 2 
Konstanta # tu znači recipročnu vrijednost najvjerojatnije brzine 
t. j. one za koju funkcija W (c) ima maksimum. Tražimo li srednju 
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nakon lake integracije nalazimo 
gk SET 
“Vn BVa 
Vjerojatnost, pak, da dvije brzine zatvaraju kut između # i» + 4%, 
dana je omjerom površine kuglinog sloja jedinične kugle 2zsin 9 Av 
i same kugle 4z i iznosi 

W()4= + sind A8. 


e= 


Relativna brzina između čestica, koje imaju brzine ci i cz i za- 
tvaraju kut %, iznosi 
Cia == Ver + co? — 2¢,c2c080. 
Budući da je vjerojatnost, da jedna čestica ima brzinu u području 
[c1, ci + A ci], a druga [ce, e + A ce] i da te brzine zatvaraju kut između 
BiY+A49, dana sa 
W (cy) W (cx) W (0) Ac,A cn AB, 
dobit ćemo relativnu srednju brzinu ovako 
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integral jednak drugom (nakon formalne zamjene ci s cz), i dobivamo 
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koji, uz poznavanje 
eo ser kh Tk = 
§ e dx = 2 Va , 


parcijalnom. integracijom zaista lako riješimo. Kao rezultat izlazi odnos 
dan u tekstu zadatka. 


14%. Dokaži teorem: svaki prim broj, osim 2, može se prikazati 
u obliku razlike dvaju kvadrata samo na jedan jedini način, a svaki 
prim broj, koji ima oblik sume dvaju kvadrata, može se prikazati samo 
na taj jedan jedini način sumom dvaju kvadrata u skupu prirodnih 
brojeva. 

Zadatak s rješenjem dostavio M. Brčić-Kostić. Oba dijela zadatka 
riješili su: D. Blanuša, Zagreb i D. Trajić, Beograd. Donosimo. rješenje 
D. Blanuše i drugi dio rješenja D. Trajića. 

D. Blanuša dokazuje ovako: 

1. Ako treba da bude 


p=a*—b?=(a—b) (a+b), 
mora očito biti 
a—b=1, a+b=p, 


jer je to jedini način, kako se primbroj može rastaviti u dva faktora. 
Izlazi dakle jedino rješenje 
Poel hy es! 
= ie bi a 
Ako je p lih primbroj, ovo su zaista cijeli brojevi, a ako je p tak 
primbroj, t. j. p=2, nema cjelobrojnog rješenja. 

2. Treba dokazati, da se primbroj može najviše na jedan način 
predočiti kao zbroj kvadrata. Dokaz toga stavka je dakako poznati. 
Elementarnijim putem nego na citiranom mjestu može se izvesti ovako. 

Za p=2 stavak je trivijalan, jer je jedina mogućnost 1?+17. Za 
p=3 nema rastvorbe u zbroj dvaju kvadrata. Možemo dakle smatrati, 
da je p primbroj > 5. Pretpostavimo sada, da stavak ne vrijedi, t. j. 
da postoje barem dvije rastvorbe 


: p=a?+b? (1) 
i 
p=c?+d?. (2) 
Onda je dakako 
G=-¢, waa: (3) 


Da je a=c, bilo bi prema (1) i (2) b=d, t. j. rastvorbe bi bile identične, 

što se protivi pretpostavci. Analogno se zaključuje u pogledu druge 

nejednadžbe (3). : 
Prema (1) i (2) očito je a? <p i analogno za b, c, d, dakle 


a<yp, b<yp, c<\p, d<yp. (4) 
Zbog toga je 
a+b<2 yp < 5 Yo <yp yp =P 6) 
i analogno 
+d <. 6 
Dalje je zbog (4) š SE Sg 
ad< p, be<p, ac<_p, bd <p, (7) 


5 Vidi na pr. A. Scholz, Einfiihrung in die Zahlentheorie, Samm- 
lung Géschen, Berlin 1939, str. 65 i 69. 
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dakle |ad—bc|< M, ako je M maksimum brojeva ad i bc. Zbog (7) 
izlazi stoga 


lad—bc| <p (8) 
i analogno : 
lac—bd| <p. (9) 
Pišemo li 
(ac+bd) (ac—bd) =a? (c2+d?) — d? (a? +b?) = 
=a*p—d*p=p (a? — d’), (10) 


onda je desna strana djeljiva sa p i, zbog (3), različita od nule. Oba su 
dakle faktora lijevo od nule različita, no drugi ne može biti djeljiv sa p 
zbog (9). Mora dakle ac+bd biti djeljiv sa p, a isto vrijedi za ad+be, 
što bi se dokazalo analogno tako, da se u (10) izmijene c id i upotrebe 
nejednadžbe (3) i (8). Mora dakle i zbroj tih izraza 


ac+bd+ad+be=(a--b) (c+d) (11) 


biti djeljiv sa p. No desno zbog (5) i (6) nijedan faktor ne može biti 
djeljiv sa p. Pretpostavka postojanja dviju različitih rastvorbi dovela 
je dakle do protivrječja, i dokaz je time izvršen. 

D. Trajić ističe, da se svi prim brojevi dijele u dvije grupe, prim 
brojevi oblika 4n—1 i 4n+1. Samo prim brojevi oblika 4n+1 mogu 
se rastaviti u zbroj 2 kvadrata, dok je za prim brojeve oblika 4n—1 
to nemoguće, jer ma kakvog oblika bila dva broja (jedan paran, drugi 
neparan), kao zbroj njihovih kvadrata dobivamo (2n)? +(4n—1)? = 
= 4 (5n2—2n)+1 ili (2n)?+ (2n+1)2=4 (5n?+2n)+1 t. j. uvijek broj oblika 
4n+1. Zatim nastavlja: 

Da bi dokazali da se prim broj oblika p=4n+1 može prikazati 
kao zbroj dvaju kvadrata samo na jedan jedini način, pretpostavimo 
suprotno, naime da se svaki prim broj može prikazati kao zbroj dvaju 
kvadrata na dva načina, i to: . 

: pera, 
i 
P=Tie aa, 
gdje su r, q, 7, qi, različiti prirodni brojevi. Njihov produkt je 
p=(1?+q?) (ri +n”) =r? + aPr® + rege? + g?qu® =(rri + qqi)? + (rags +1q71)°, 


gdje mogu biti ili oba gornja ili oba donja znaka. Odatle je produkt 
faktora (rri+qq:) i (rr1— qqi): 

7272 — g2qu2 =112 (r?+.q2) — a? (r12-+q12) 
djeljiv sa p, prema tome jedan od faktora mora da je djeljiv sa p. 
Ako uzmemo gornje predznake i pretpostavimo da je 

rri+qqi=p, onda je rqi— qri=0; 
a za donje znake bi bilo 
rqitqn=p i rr1—qqi=0, 


dakle, ili je 
rT*qu=q?r?, 


ili ooo 
T*ri* =q?q1?. 
Iz prve jednadžbe imamo 

ri? di? = Tie aie Tie 1 
r2 qž P+ @ 

iz druge 
Ti? qn = me gi7 E 
q? r2 r? + q? prt 


pa je iz jedne n=r i qi=q a iz druge n=q i qi=r. 

Dakle, drugo razlaganje je isto kao i prvo, suprotno našoj pret- 
postavci. Odatle, prim broj p se može razložiti u zbroj dvaju kvadrata 
na jedan jedini način. 
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154". Dokaži: zbroj kvadrata težišnica trokuta iznosi tri četvrtine 
zbroja kvadrata stranica. 

Zadatak je s rješenjem dostavio D. Blanuša. Rješenja su dali: 
M. Mihaljinec, R. Vukelić-Vasić, Z. Blašković i M. Lukšić, svi iz Za- 
greba; Đ. Lavenka, Lug; S. Milošević, Titograd; L. Krnić, Šibenik; 
I. Aganović, Banja Luka; R. Nikolić, Pirot; R. Đorđević, Niš; V. Fatic, 
Novi Sad i J. Ulčar, Skopje. 

Dokazi su dijelom provedeni bez upotrebe trigonometrije, a dijelom 
upotrebom kosinusova poučka. Fatić i Ulčar daju dokaze pomoću vek- 
torskog računa. Ulčar ukazuje na mogućnost poopćenja toga stavka na 
tetraedar i njemu analogne geometrijske tvorevine, t. zv. simplekse, u 
prostoru od više nego tri dimenzije. Dajemo Ulčarov dokaz. 

Ako stranice trokuta shvatimo kao vektore, kojima je zbroj jednak 
nuli, možemo pisati 


(at+b+e)??=a?+ b?+ 2+ 2(ab+be+ ca)=0 (1) 


Težišnice kao vektori sa šiljcima u polovištima stranica mogu se izra- 
ziti ovako 


ša a PLA umna, 
la GE? fy ate es (== bh 
Zbroj njihovih kvadrata je dakle 
2 2 2 
(PP eae cen E aber : Pb 


= 2 (4b +2) + ab fhe + ex. (2) 


Jednadžbe (1) i (2) daju traženu relaciju. 


ZADACI 


160.* Unutar kuta < XOY, koji je manji od 45°, nalaze se točke 
A i B. Neka se konstruira zraka svjetlosti, koja spaja točke A i B, 
ako se svjetlost pri tom četiri puta reflektira na kracima kuta <( XOY. 


(Dostavio: D. Pejnović) 


161. Neka se dokaže da vrijedi ovaj identitet 


se ea 0,2zav=1,2,9,...,n=17 
E k lve! za v=ni 


(Dostavio: M. Mihaljinec) 
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